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Uber Summengleichungen und Poincarésche 
Differenzengleichungen. 


Von 


Oskar Perron in Heidelberg. 





Das Ziel dieser Arbeit ist der Existenzbeweis fiir die Losungen gewisser 
Summengleichungen (Satz 2). Das Ergebnis ist von Wichtigkeit fiir die 
Theorie der linearen Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung, wie 
ich in einer weiteren Arbeit zeigen werde. Hier behandele ich als An- 


wendung nur die homogene Summengleichung mit konstanten Koeffizienten 
und die Poincarésche Differenzengleichung. 


§ 1. 
Eine aligemeine Transformation. 


Als Summengleichung bezeichnet Herr Horn ein System von unendlich 
vielen linearen Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten, das dadurch 


ausgezeichnet ist, da8 allemal in der (u-+ 1)-ten Gleichung die « ersten 
Unbekannten fehlen'); also 


(1) D, Gur Busy = Cp (u =0,1,2,...). 


v=0 


Von den Koeffizienten a,,,,c, setzen wir voraus: 


(2) | Qu» | < KO", 
(3) lim sup VTe, | < a 
a= 





*) J. Horn, Volterrasche Integralgleichungen und Summengleichungen. Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik 140 (1911), S. 120—174. — Analytische 
Lisungen von Summengleichungen. Archiv der Mathematik und Physik (3) 26 (1918), 
8. 182—145. — Vgl. auch eine Arbeit des Verfaasers: Zur Theorie der Summen- 
gleichungen. Mathematische Zeitschrift 8 (1920), S. 159—170. 
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wo K,# positive Zahlen sind und zwar #<1. Gesucht sind Lésungen, 
fiir welche 
(4) lim sup Viai< 1 


ist; fiir solche wird die Reihe (1) absolut konvergieren. 
Nun sei 


eine beliebige Potenzreihe, die fiir |z|< 1 regular und ohne Nullstelle ist, 
so daB die reziproke Funktion 





ebenfalls fiir |z|< 1 regular und ohne Nu!lstelle ist. Die Konvergenzradien 
sind daher grdéfer als 1, und folglich ist 


(5) lim sup V]y, < 1, 
(5a) lim sup Viv - l. 
Ferner besteht die Gleichung 
a i ae 
1 fiir = 0 
ek “2 

(6) (6a) ana" Aline ¥ fiir 2 > 0. 
Setzt man daher 
(7) D>, Guri,r-i Ti = Oy, 

A=0 
(8) D>) Cute ¥i =n, 

i=o 

so ergibt sich leicht: 
(2a) |a,»|< K'd"”, 
(3a) lim sup Ve.) < 1, 


f=D 


wo auch K’,#’ positive Zahlen sind und #’ <1. Aus (7) folgt: 


vw 


, 
+ 
, a yx =» > Gutntiy—x—i Vi Ys 
x=0 


x=01A=0 


y a 

I 
=)>)> G44, 0-2 Vi-n Yn = Oy, (WEgen (6°); 

A4=0x-0 
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ferner aus (8), da die nachstehende Doppelreihe wegen (3), (5), (52) 
absolut, also unbedingt konvergiert: 


cy z @ 
D Geen re= SD Cusnrin re 


x=0 x=01A=0 


=D uti inn = Ce (wegen (6)). 


: 4=0x=0 
Also ist 
(7a) pee ee 
x=0 
(8a) D> Chante = Cp 
x=0 


Bildet man jetzt die Summengleichung 


(la) DG Bure = Ch (s = 0,1,2,...), 
v=0 

so ist diese mit (1) insofern dquivalent, als jede Lésung von (1), 
die der Nebenbedingung (4) geniigt, auch Lésung von (1a) ist und um- 
gekehrt. Um das einzusehen, geniigt es zu zeigen, daB (1a) aus (1) folgt; 
das Umgekehrte ergibt sich dann durch Vertauschung der gestrichenen mit 
den ungestrichenen Buchstaben. Setzt man in (1) «+4 an Stelle von yu, 
multipliziert mit y, und summiert nach 4, so folgt: 


eo xz ao 
pp» =¢; 
Gre psite | Naga Cusa m=» 
A=0r=0 A=0 


und da die Doppelreihe wegen (2), (4), (5) wieder absolut konvergiert, 
durch Umstellung der Glieder: 


7 ’ 
c, =) 2 a ge V2 ure ee = a. e+e (nach (7)). 


v=viA=0 


Das ist aber die Gleichung (1a), die also wirklich eine Folge von (1) ist. 


§ 2. 
Die homogene Summengleichung mit konstanten Koeffizienten. 


Um sogleich eine Anwendung einzuschalten, beweisen wir 
Satz 1. Die Koeffizienten der homogenen Summengleichung 


D> Sr 2n+r = 0 (uw =0,1,2,...) 


v=U 


1* 
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seien 30 beachaffen, daB a, +0 ist, und daB die Funktion 


F(2)—S'a2" 
im Bereich |z| <q reguldr ist und daselbst n(>0) Nullstellen hat 
(mehrjache mehrfach gezahit). Dann hat die Summengleichung genau n 


linear unabhangige Lésungen, fiir welche lim sup V | 2, | <q ist. Diese 
Lésungen sind ‘ 


oan 6° -g2a° * 2 ° 
% =P. *"®4?-- ¥ Q;, 


wenn 0, die NullsteZen von F(z) sind, und m, die Ordnung der Null- 
stelle 9, bedeutet 

De® die angegebenen Ausdriicke wirklich Lésungen der Summen- 
gleichung sind, ist leicht zu verifizieren. DaS es keine weiteren gibt, ist 
das Bemerkenswerte an dem Satz, der iibrigens nicht neu ist. Fiirn—0, 
wo der Satz aussagt, da nur die triviale Lésung z, = vorhanden ist, 
hat ihn bereits Herr Helge von Koch bewiesen*), und fiir beliebiges n auf 
einem Weg, der von dem unseren nicht verschieden ist, Herr Schiirer*). 
Offenbar geniigt es, g = 1 anzunehmen, da der Satz durch die Substitution 


a,=b,9q", t= Q"y 
auf diesen Fall zuriickgefiihrt wird. Da also jetzt die Reihe F(z) fiir |z| <1 
regular sein soll, ist 
|a,|< Kd" (0<#<1), 
so daB die Voraussetzung (2) erfiillt ist (es ist a,,—a,). Bezeichnet 


P(z)=2*+9,2"-2 +... +9n—= D>) ge--2” 
7=0 


das Polynom n-ten Grades, das den héchsten Koeffizienten 1 und gerade 
die n Nullstellen von F(z) hat, so ist die Funktion 


P P 2 
Fi f"s) =D) 12° 


v=0 


fiir |z| < 1 regular und ohne Nullstelle; sie erfiillt also die Voraussetzungen 


*) H. von Koch, On regular and irregular solutions of some infinite systems of 
linear equations. Proceedings of the fifth international congress of mathematicians 1 
(1912), S. 852—365. 

*) Fritz Schircr, Eine gemeinsame Methode zur Behandlung gewisser Funktional- 
gleichungsprobleme. Berichte der sachs. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig 70 
(1918), S. 185-240. 
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des vorigen Paragraphen. Die Summengleichung laBt sich daher trans- 
formieren, und zwar ist nach (7) 


, 
, 
a. =D)4,_, Y,° 
i=0 


Aus der vorausgehenden Gleichung folgt aber, indem man mit dem 
Nenner F(z) multipliziert, 


bd e ~» 
i i ’ 
Py =D) a,2 > 7,2": 
r=0 v=0 


r=0 


so daB 


P ‘ Gn-» fir » =0,1,...,” 
®,,- 241% = 0 fir »>n 


ist. Die transformierte Summengleichung ist daher diese: 


n 
, aw = 0 (s=0,1,2,...), 
r= 0 


oder in extenso geschrieben: 
Tuten t+ Ji TZu+n-1 t+ --- + Gn% =O (= 0,1,2,...). 


Sie ist also eine lineare Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten; 
deren Lésungen sind aber, wie allgemein bekannt ist, gerade die in Satz 1 
angegebenen. 


§ 3. 
Eine weitere Transformation. 
Wir kehren jetzt in bezug auf c,,2, zu den Voraussetzungen des § 1 


zuriick und setzen auBerdem a,,=—a,-+b,,; wir betrachten also die 
Summengleichung 


(9) D) (Ge + bur) ture = Cp (= 0,1,2,...). 
7=0 

Dabei soll fiir alle « 

(10) ay + duo + 0 


sein, damit in der («+ 1)-ten Gleichung die (u + 1)-te Unbekannte z, 
wirklich vorkommt; auBerdem sei 

(11) |Bur| <<, 8” (0<#@<1), 
(12) lim k, = 0. 


“=e 











6 
Endlich sei die Funktion 


(13) F(z) = >'a,2" 
r=0 


fiir |z' <1 regular, so daB, indem ndétigenfalls die Zahl # durch eine 
gréBere (aber <1) ersetzt wird, neben der Ungleichung (11) auch fol- 
gende gilt: 

(14) ja, < Gd". 

Dann sind die Voraussetzungen des § 1 erfiillt. Ist n(=0) die Anzahl 


der Nullstellen der Funktion F(z) im Bereich |z!< 1 (mehrfache mehr- 
fach gezahlt), so sei 


(15) P(s)=2"+9,2"! + ...+90=)) gare” 
r=0 


das Polynom n-ten Grades, das den héchsten Koeffizienten 1 und gerade 
die n Nallstellen von F(z) hat. Setzt man dann 


. P \ a La 
(16) Fa = (2) =D 7,2" 
v=0 


so ist f(z) fiir |z| <1 regular und ohne Nullstellen. Man kann also die 
Transformation des § 1 anwenden, wodurch die Summengleichung (9) 
iibergeht in: 


(17) Dy @ + Bue) Base = C (ge = 0,1,2,...). 


vr=0 


Dabei ist analog zu (7) und (8) 


(18) a, = 2/417) 

4=0 
(19) bi» — . Fae 

4=0 
(20) n 2 nes ' 

=0 

insbesondere also wegen (10): 
(21) By + by 0 = (dy + duo) Yo + 0. 


Nun folgt aus (16) durch Multiplikation mit dem Nenner F(z): 


n = = 
x, a 7 
Se = Sar 37,2 
r=0 


v=0 


r=0 
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so daB 
. \ Ga-y far » = 0,1,...,% 
Oe ha) oO fir y>n 


ist. Die transformierte Summengleichung (17) nimmt daher die Form an: 


(22) Zutn + 9, Cutn-1 T cee + Jn Xu + DS) Bpetusr = Op (u =0,1,2, oe * 


Dabei ist wegen (21) GF 

(23) Gn + dno + 0. 

Fiir 5), ergibt sich aus (11), (12) und (5) sogleich die Abschatzung 
(24) [Burl < k, 8”, 

wobei auch #’ < 1, und 

(25) lim k,, = 0 

ist. Ebenso ist wieder oan 

(26) lim sup V]e,| <1. 


A=e 


Bei der Auflésung des Gleichungssystems (22) geniigt es offenbar, 
diese Gleichungen fiir «> M zu befriedigen, wo M ein beliebig groBer 
Index sein darf. Darin kommen namlich die Unbekannten z, nur fiir 
> M vor; hat man aber diese gefunden, so ergeben sich die fehlenden 
Zy-1, Ly—2,--+-,%_ wegen (23) nachtriaglich aus (22), indem man der 
Reihe nach u = M — 1, M — 2,..., 0 setzt. Wir wollen nun die Glei- 
chungen (22) fiir «> M umgestalten, wobei wir uns eine geeignete Wahl 
des Index M fiir spiter vorbehalten. Dazu setzen wir 


n 4 3, 
(27) Pa) 2 


Von dieser Reihe ist offenbar 





a y(ntet) 


¥ 
v=0 


eine Majorante, so da8 


(28) lao] < ("79") 
sein wird. AuBerdem folgt aus (27): 


n oa 3 
(29) 1=y =D, 


v=0 * r=0 
so daB speziell 5, = 1 ist. 
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Setzt man nun in (22) der Reihe nach « = M, M+ 1,..., u, so folgt: 


‘ ™ 
Tia tyne eee +9,2y = Ce — Dy Oy Ears, 6 
v=0 


a-M 


@ 
arent +9, %y,, + Shas + In 2y¢41 = C+ -)» Ours Musser 
0 


v= 


Feat IF 40-1 + oe TG eae So) bo: 

v=0 

Multipliziert man mit den beigeschriebenen Faktoren und addiert dann, 
so fallen links die Unbekannten x x «@ 


M+n’ “M+n+1’°* utn-i 


Identitét (29) heraus und es folgt, da 5, = 1 ist: 


a-i1 » 
of ee fp a a 





wegen der 


le v=0 A=0 
(30) uM 2» u-M 
i , af 
= > Cua by _ » ae 
A=0 r=0 1=0 


wobei links die 6 mit negativem Index (die nur fiir «4 < M +n — 1 auf- 
treten) durch Null zu ersetzen sind‘). 

Das System der Gleichungen (30) fiir «= M,M+1,M + 2,... ist 
offenbar dem System (22) fiir « = M, M +1, M+ 2, ... véllig aquivalent. 
Die Nebenbedingung (4) ist dabei nicht erforderlich; wir wollen daher 


vorlaufig auch solche Lésungen von (22) und (30) zulassen, welche diese 
Nebenbedingung nicht erfiillen. 


§ 4. 
Die allgemeine Lésung der Summengleichung. 
Bedeutet ¢ irgendeine Zahl in dem Intervall 


1 
(31) 1<0<>p, 
so wird nach (25), wenn M geniigend grof ist, 
(32) kK <5(1—8'S)(¢—1)" fir »>M 


sein, und diese Ungleichungen bleiben offenbar richtig, wenn man ¢ durch 


*) Wenn n=0, so tritt in (30) natiirlich Null an Stelle der links stehenden 


Doppelsumme. Die auch spiter nétigen leichten Modifikationen fiir » = 0 iiberlassen 
wir dem Leser. 
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eine hinreichend benachbarte Zahl ersetzt; man kann also zwei Zahlen ¢, 
und ¢, in den Intervallen 


1<4<t<4<s 
so bestimmen, daB auch die Ungleichungen gelten: 
(32a) ky << 5(1—9'E,)(¢, — 1)" fir »>M, 
(32b) ki < (1-86) (¢, —1)" fir »>M. 


Nun beweisen wir: Wenn die Zahl ¢ und der Index M den Forde- 
rungen (31), (32) gemaB gewahlt werden, so hat die Summengleichung (22) 
nach willkiirlicher Vorgabe der n Werte 

tu, tsa, sey COMin—1 


genau eine Lésung mit der Nebenbedingung 
lim sup Vial< ¢. 


Nach den Feststellungen des § 3 geniigt es, das Gleichungssystem (30) 
statt der Summengleichung (22) zu betrachten. Da ist zunichst leicht zu 
beweisen, daB es héchstens eine solche Lésung gibt. Sind nimlich z,, y, 
zwei solche Lésungen, so geniigt ihre Differenz x, — y, = z, dem homo- 
genen Gleichungssystem 


2 HM 
(33) Su+n = — DD) bn i,0 8, Suen (u2M), 
v=0 A=0 
und es ist 
(34) zu = 0, 2m+1 = 0,.-+) 2m+n-1 = 0. 


AuBerdem gibt es wegen 

lim sup V]z,, <¢<6,, lim sup Vy] < t<f, 
eine Zahl C so, daB 
(35) Bu = |Z — Yn| SOC fir «> M 
ist. Dabei sei C die kleinste Zahl, die das leistet (die Menge all dieser 
C enthalt ja offenbar ihre untere Grenze). Schitzt man jetzt die rechte 
Seite der Formel (33) mit Hilfe von (24), (28), (35) ab, so ergibt sich: 


o u-M 


Zutn| <>) Dd k-i 3” war our 


v=0 Am0 


-M 
ees i. 
1-864” A 
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Wegen (32b) folgt hieraus weiter: 
|teenl Sy OEE (Se — SP atm -s 
=sou. 
Zusammen mit (34) besagt das aber: 
|x.) <5Cet fir «> M. 


Diese Ungleichung lehrt, daB man in (35) die Zahl C durch }C ersetzen 
darf, und da C schon so klein wie méglich gewahit war, mu8 }C>C, 
also C= 0 sein. Aber dann ist nach (35) z, =—y, fir «> M, womit 
gezeigt ist, daB es hdchstens eine Lésung der angegebenen Art gibt. 

Um nun zu zeigen, da8 es wirklich eine gibt, bezeichnen wir die vor- 
geschriebenen Anfangswerte mit 


zy > Eu, tu+i = Est, sooo OMen-1 = Eu+a-1) 


und suchen das System (30) durch sukzessive Naherungen zu lésen, in- 
dem wir setzen: 


(36) z. =0 (fir u>M+n), 
(37) a =é (fir Mou<M+n-1), 
au-M o «-M 
afi? =D) ci 3, —_ Py, = 3b; af na 
38) ped , v=0 A=0 
— SS) dn-o +1 Sn- m1 Ete (fir «> M). 
y=0 A=0 


Wir zeigen zunichst, daB die sukzessive gebildeten Reihen konvergieren, 
indem 


(39) jan) < Cet (fiir « > M) 
ist, wo C von uw und ¢ nicht abhangt. Wegen (26) und (28) ist jedenfalls 
|e, | < Ki gy, 

"3 Ld 
DD) Iam vst Sp—me—2 Eusr| < Kell, 
v=v A=0 





wo K,, K, von mu nicht abhingen. Nun bedarf die Ungleichung (39) fiir 
M<u<M+n-—1 wegen (37) keines Beweises. Fiir s=0 ist sie 
wegen (36) erfiillt. Gilt sie aber fiir einen bestimmten Wert von s, so 
ergibt sich aus (38): : 
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2 u-M 
aiii< SK, tf ern 4 DSK 10" (MFA) ope 


r=0 A=o 

+ Keli, 
und wenn man hier genau wie Seite 9 unten, 10 oben weiter abschitzt, wo- 
bei nur die Ungleichung (32a) statt (32b) zu benutzen ist, erhalt man: 


Janta’ | < ze = pea orrt* + K, on Orn. 
sofern die Zahi C gréBer als 


K 
gi..m... 4. ¥ 
Ets + ) 


angenommen wird. Damit ist die Allgemeingiiltigkeit von (39) bewiesen. 
Aus (38) folgt weiter: 


ao u-M 
(40) ae — Sete - — > Db, -49 (ata _ wr ta)s 
v=0 A4=0 
Wir behaupten nun, daB 
3 2ce! . 
(41) |e — at?) < fiir » > M 


ist. Fir Mus M-+n-—1 bedarf das wegen (37) keines Beweises. 
Ferner ist die Ungleichung (41) gewi8 fiir s = 1 richtig (wegen (39)). Gilt 
sie aber fiir einen gewissen Wert von s, so schlieBt man aus (40): 

co un 


™ 4-1 soo 
Jats — wil < Dy h-10" (*t)) 
v=0 A=0 “ 
2c utn 2 ] 
< Pras (wieder analog wie 8.9, 10), 


und damit ist die Allgemeingiiltigkeit von (41) bewiesen. 
Aus (41) folgt sogleich die Existenz der Grenzwerte 


(42) lim x\” = 2, 
und zwar ist rat 
(43) laf? — 2, |< ; 
Hieraus wieder schlieBt man: 
o “-M 
|) D>) Bua» 8; (pte—2 — Su+r-t)| 
ip po 20retr-* 
<3 Sk-10" (i) 
v=0 A=0 
< g Pom (wieder analog wie S. 9, 10). 





ee 











12 
Daher ist 


2 wat 


a o* 

. 1,’ (s) ry QTL 

lim > are > eT eee 
¥ 


u~M 


s=® y=0 i=0 
und folglich geht Gleichung (38), wenn man s iiber alle Grenzen wachsen 
1a8t, iiber in (30). Die gefundenen z, sind also Lésungen des Systems (30) 
und folglich auch der Summengleichung (22). Sie geniigen aber auch der 
geforderten Nebenbedingung. Denn aus (43) und (39) folgt sofort: 


(44) lim sup Vj 2,| <0, <¢. 
4=2 
Damit ist die zu Beginn dieses Paragraphen aufgestellte Behauptung 
volistindig bewiesen. Aus ihr folgt aber in Verbindung mit (44) noch 
mehr, nimlich: Wenn eine Lésung von (22) der Ungleichung 


lim sup V[z,.|<¢ 
Ma @ 


=0 A=0 


geniigt, so findet hierbei niemals Gleichheit siatt. Da nun ¢ jede Zahl 
des Intervalles (31) bedeuten darf, also nur beliebig wenig gréBer als 1 
zu sein braucht, so erkennt man, da8 an Stelle von (44) sogar die scharfere 
Ungleichung gilt: 
lim sup Vjz, | <1. 
A=2 


Fiir Lésungen, die dieser Nebenbedingung geniigen, ist die Summenglei- 
chung (22) aquivalent mit der urspriinglichen Summengleichung (9), so 
da8 wir auch diese gelést haben. 

Ist die Summengleichung (9) homogen, sind also alle c, und folglich 
auch ¢, gleich Null, so gibt es genau nm linear unabhangige Lésungen 


Zy1, Lye, -- +, Lom, 
die man etwa durch die Anfangswerte 


Umi Umii,1----- ZMin-1,1 i ee 0 

Uue Uy+i,2-+--- TM+n—1,2 Ph aaae'd 0 
= 

Mn TM+in--->+- ZM+in—-tn on ee 1 


festlegen kann. Die allgemeine Lésung hat dann die Form 


n 
zy, =) Oit, 
4=i 


wo die C, willkiirliche Konstanten sind. Bei der inhomogenen Summenglei- 
chung ist die Differenz von zwei Lésungen offenbar eine Lésung der homo- 
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genen. Wenn also z,=~2,. eine partikulire Lésung ist, so hat die all- 
gemeine Lésung die Form 


zt, = Zo +570; Zyi- 


A=1 
Unsere Resultate zusammenfassend, erhalten wir den 
Satz 2. Die Koeffizienten der Summengleichung 
D (r+ Bur) tute = Cu (u=0,1,2,...) 
v=0 
mégen die Bedingungen erfiillen: 
G + buo + 0 (u=0,1,2,...), 
by» | Se 8, (@< 1), 
lim k, = 0, 
4=@ 
lim sup Vie, |< 1, 
und die Funktion . 


F(1)=S'ar 


sei im Bereich |z|<1 regular. Ist n(>0) die Anaahl ihrer Null- 
stellen in diesem Bereich (mehrjache mehrfjach gezahlt), so enthdlt die 
allgemeine Losung der Summengleichung mit der Nebenbedingung 


lim sup ¥[z,.| <1 
u=2 


genau n willkiirliche Konstanten C, und hat die Form 


L, = Lo + D5) O12, 
A=1 


Ist M ein geniigend grofer Index, so gibt es eine und nur eine 
derartige Léswng, fiir welche die n Unbekannten 


im, UM+1s-++> UM+n-1 
vorgegebene Werte haben. 
Fiir n = 0 besagt der Satz natiirlich, daB genau eine Lésung mit der 


angegebenen Nebenbedingung vorhanden ist; es bleibt keine Unbekannte 
willkiirlich. 











OQ. Perron. 


§ 5. 
Die Poinearésche Differenzengleichung. 
Die Differenzengleichung r-ter Ordnung 


(45) t»o D, ae Gat Duss ~ eee + Gy,2-1 Du +e-s a Du+e =0 (u =z (), 1,2, ae, 
heiBt eine Poincarésche, wenn die Grenzwerte 


(46) lim a,, = @, (y=0,1,...,r—1) 


existieren. Dann gilt 


Satz3. Sind q,,q.,---.q, die voneinander verschiedenen absoluien 
Betrdge der Wurzeln dér ,,charakteristischen Gleichung“ 


Wy + Hy 2+... 12"? + 27 = 0, 


und ist allgemein e, die Anzahl der Wurzeln vom absoluten Betrag q,, 
mehrfache mehrfach gezahlt, so daB 

é.+e,+.--+eQ=Fr 
ist, dann hat die Differenzengleichung (45), sofern «,o fiir alle u von 
Null verschieden ist, ein Fundamentalsystem von Integralen, die derart 
in o Klcasen zerfallen, daB allgemein fiir die Integrale der i-ten Klasse 
und deren lineare Verbindungen die Beziehung 

lim sup VD, =4q, 
statthat. Die Anzahl der Integrale der i-ten Klasse ist gleich e,. 

Fiir diesen Satz habe ich vor zwélf Jahren einen sehr komplizierten 
Beweis erbracht*). Nur im Fall o=—r, d.h. wenn die absoluten Betriage 
der Wurzeln alle voneinander verschieden sind, konnte ich ihn wesentlich 
einfacher gestalten und zugleich ein weitergehendes Resultat gewinnen®). 
Ich will jetzt den allgemeinen Satz 3 von neuem beweisen, indem ich zeige, 
daB er fast unmittelbar aus Satz 2 folgt. 

Die Zahlen g, mégen der GréBe nach geordnet sein: 


059,<%<---<q@- 
Ist dann p eine beliebige positive Zahl, und setzt man 





a, b, 
G, ae 5 buy — &, = = (»=0,1,...,r—1), 
- P P 
(47) a b 
e=1=—, 0=—, 
P P 


5) Uber die Poincarésche lineare Differenzengleichung, Journal fiir die reine 
und angewandte Mathematik 187 (1909), S. 6—64. 

*) Uber einen Satz des Herrn Poincaré, Journal fiir die reine und angewandie 
Mathematik 13¢ (1909), S. 17-37. 
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(48) D, = hu («= 0,1,2,...), 
so geht die Differenzengleichung (45) iiber in folgende: 
r 
(49) D> (Gr + bur) Burr = 0. 
v=0 


Diese neue Gleichung fassen wir als homogene Summengleichung auf, deren 
Koeffizienten a,, b,, dann offenbar die Voraussetzungen des Satzes 2 er- 
fiillen (fiir » > r verschwinden sie). Die Anzahl der Nullstellen der Funktion 


F(2)= 3'a,2" = 3/0, p"2" 
v=0 


v=0 


im Bereich |z| <1 hangt von der Wahl der positiven Zahl p ab. Wahlt 
man p kleiner als g, (falls nicht g, —0 ist), so sind keine Nullstellen 
vorhanden, also auch keine Lésungen, fiir die 


limsup ¥\z,|<1, ah. limsupV{D,|<p<gq, 
A=? unk 


ist. Wahlt man fiir p eine Zahl zwischen g, und g,, so sind e, Null- 
stellen vorhanden, also auch e, Lésungen, fiir die 


limsup Vjz,|<1, ah. limsupVjD,|\<p<q 
“w= are 
ist, und da p beliebig nahe an g, liegen darf, so ist fiir diese Lésungen 
lim sup 7 D, | = %- 
A=e2 


Wahlt man sodann fiir p eine Zah! zwischen g, und g,, so sind e, + e, 
Nullstellen vorhanden, also auch e, +e, Lésungen, fiir die 

lim sup V/z,|/<1, dh. limsup¥'D,i\<p<y 

B= @ A=e@ 


fic 


ist. Hier sind natiirlich die e, vorhin gefundenen Lésungen dabei; fiir die 
e, andern muB, weil p beliebig nahe an gq, liegen darf, 


lim sup ViD. |=@, 
4=@2 
sein. So fortschlieBend erhalt man den gesamten Inhalt von Satz 3. 


(Eingegangen am 15. 2. 1921.) 








Lineare Differentialgleichungen unendlich hoherOrdnung 
mit ganzen rationalen Koeffizienten. 
(2. Mitteilung. ) 
Von 


Emil Hilb in Wiirzburg. 


Wir beschaftigen uns im folgenden*) mit der linearen Differential- 
gleichung unendlich hoher Ordnung 





~ a*- 
(1) > (2) 4 =f (2), 
k=1 a 

in welcher die g,(z) Polynome p-ten Grades sind, und zwar sei 

pti 
(2) 9, (x) =D) u,,27-. 

r=1 

Wir setzen 
a’ a‘! i 

(3) = =, ai = 9 =&, 


dann erhalt man durch fortgesetzte Differentiation von (1) nach 2 das 
Gleichungssystem 


eo #t-1 


(4) Dy > (7) gis cas(2) 8, = f(x) (é=1,2,...). 
k=1 u=0 

Dabei sind alle g, deren unterer Index < 1 ist, Null zu setzen, und 
dasselbe gilt fiir alle Ableitungen der g von hdherer als der p-ten Ord- 
nung, also fiir «>. In der zur linken Seite von (4) gehérigen Ko- 
effizientenmatrix sind also in der ersten Kolonne héchstens die p+ 1 
ersten Zeilen, in der k-ten Kolonne héchstens die p+ k ersten Zeilen 
nicht identisch Null. 


*) Die erste Mitteilung, Math. Ann. 82. S.1—39, werden wir stets als I zitieren. 
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Man wird jetzt das Gleichungssystem (4) der entsprechenden Dis- 
kussion unterwerfen wie 1(3). An die Stelle der Gleichung 1 (6) tritt 
jetzt, wenn wir 


e p+i 
(5) > 9. (2) 28? = 9 (2, 2) = Yh, (2) 2" 
k=1 r=1 
setzen, die Gleichung 
(6) hys1(z) = 0. 


Der Einfachheit halber lassen wir alle Ausartungen weg und machen 
wir speziell die Annahme 

a) Gleichung (6) habe nur einfache Wurzeln z,. 

Dazu werden noch zwei weitere Annahmen b) und c) bzw. c’) treten. 
Ich hoffe aber, in einer spateren Arbeit darauf zuriickkommen oder die 
dabei entstehenden Fragen durch einen jiingeren Mathematiker bearbeiten 
lassen zu kénnen*). In einer weiteren Mitteilung werde ich die hier ent- 
wickelten Methoden zu einem neuen Aufbau der Theorie der linearen 
Differenzengleichungen benutzen sowie in Anschlu8 an Pincherle*) eine 
ganz andere Methode entwickeln, welche gestattet, Integrale von (1) 
durch ihr Verhalten in der Umgebung von z=oco zu charakterisieren. 
Es erscheint dieses um so angebrachter, als bei dieser anderen Methode 
gerade der Fall, daB (6) keine Wurzeln hat, bei dem also die jetzige 
Methode iiberhaupt keine Integrale liefert, besonders einfach wird. 


Kapitel L 


Behandlung des Falles, da8 die Differentialgleichung (1) 
ein eindeutig bestimmtes Integral hat. 


§ 1. 
Zurickfiihrung auf die Bestimmung einer beschrinkten vorderen 
Reziproken. 


Es sei g eine reelle positive GréBe, die kleiner ist als der Kon- 
vergenzradius der Potenzreihe g(z,z) in bezug auf z. Wir dividieren die 
i-te Zeile des Gleichungssystems (4) durch ru q*-1, wobei 


(7) ait [3] =(3) fir i> p, [>] =1 fir i<p 


*) Diese Ausnahmefiille lassen sich, wenn man auf die explizite Darstellung cer 
Integrale verzichtet, nach Perron — vgl. die unmittelbar folgende Arbeit Perrons 
sowie meine dritte Mitteilung — in umfassender Weise erledigen durch direkte Dis- 
kussion des Gleichungssystems, das man aus (4) erhalt, indem man z= 0 setzt. 

*) §. Pincherle, Sull inversione degl’ integrali definiti' Mem. Soc. it. delle Sc. 
(3) 15 (1907). 

Mathematische Annalen. 84. 2 
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ist, und setzen 


a*-! (é—1) 
(8) =e, aS ay, 


i ae 





so daB >” |y,|* konvergiert, sofern 
t=1 oer 
(9) lim V]7(z)| <q. 


Multipliziert man die i-te Zeile von (4) mit z;, so erhalt man durch 
Addition dieser Gleichungen 





(10) (2, )= DS) i ahh 
t=1 k=1 Pp “Tg 
eo @» 1 (*")a k-1 
— “ 
=F S Sott,cnl ye at Sa. 
t=1 k=1 « | p \e t=1 
Nun ist g™(z)=0 bei beliebigem unteren Index, wenn »> p, 


ferner ist (*5")=0, sobald « >i—1; wir diirfen daher in (10) den 


Summationsindex y stets zwischen 0 und p nehmen. Ersetzt man in 
dem Ausdruck fiir A(z,¢) k—#-+-1 durch o, so erhilt man‘) 


i-—1 
(11) (z,¢)= >» >» Soe, (z hs Dees 


t=1 o=—p+1 u=0 p | 


woraus genau wie in I 8.6 folgt, daB A(z,¢) eine beschrankte Bilinear- 
form ist, wenn 


(12) Sd'ie|* und > eal - S| 


t=1 k=1 








konvergieren. Existiert bei beliebigen z; mit absolut konvergenter Qua- 
dratsumme ein ebensolches Lésungssystem ¢, von (10), so ist 


(13) fim V[é,| <q. 


Man hat also die Aufgabe, zu A(z,¢) eine beschrankte hintere 
Reziproke 
—1 
(14) tp eae bea 
t=1 k=1 


*) « wiirde zunichst zwischen —CO und +©oO zu nehmen sein, da aber nur g 
mit positivem unteren Index in Betracht kommen, mu8 o+>1, also o>1—p sein. 
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so zu bestimmen, da8 : 
r-1 [ -1) 


-1 a 
(15) A(z,0)P(¢,y)= pS vs => ‘an Dan 


j=1 I=1 k=1 ewe p—s q 





wird, woraus man dann fiir die Went Unbekannten 


yee q ‘i 
(16) 


J 


erhalt. Eine beschrankte ite: sili existiert aber nach I Kap. I, § 1 
immer, wenn eine und nur eine vordere Reziproke 


9 q*- -1fk-—1 
(17) o(2,)-3 = =i dae 

=1 = 
cuttin, oh Gil : 

© v9" ul eo a,¢ _ 
(18) ®(zx,¢) 4n- SSS oe at -Ss ¥; 
il= =i 

wird. Dann ist ‘ 


(19) (x,y) = P(x, y) 
und daher 


(20) £=g i= pu gi! pay = Sout 0 (2). 





§ 2. 
Bestimmung der vorderen Reziproken. 
Durch Gleichsetzen der Koeffizienten der Bilinearformen in (18) erhalt 
man wegen (10) fiir ae i. 
o P 
(21) 2 2, Tynes (®) rere =4, (6,=—1, 6,=0 fir 1+ 4). 
Setzt man bei festgehaltenem ¢ 


(22) (2)= D2", 
k=1 
so geniigt g,(z) der Differentialgleichung 


? 
‘ — Sil d*g(z,z) d*y(t)_ 4-4 
(23) L(e(s))= 2 5) oe ae 





#=0 





20 E. Hilb. 


In der Tat erhadlt man durch Einsetzen von (22) in (23) nach (5) 


P oe oe 
(24) YF Oy (x) 2!-* Sp, 2t-e—2 (FT) = gt 
on a=0 l=1 k=1 
(25) 2 & Sav ere yatta aft, 
=i =i «=0 


Indem man in (25) die Koeffizienten der Potenzen von z auf beiden 
Seiten gleichsetzt, erhilt man das Gleichungssystem (21) fiir die Koeffi- 
zienten der p Integrale von (23), die sich in der Form (22) darstellen 
lassen. 

Um (23) bequem integrieren zu kénnen, machen wir folgende Um- 
formung: Es ist nach (5) 


pti 





(26) Loe) = S's (2) 2°-*- (71) Se) v(s) 
a=0 r=1 dz“ 
pti 
=o Sh (e) Eee, 
Setzt man voriibergehend 
(27) e** y,(z) = X;(z), 
so geht (23) iiber in 
ptt h a” 'x zz ,i-1 
(28) > (2) a(z) Be al 


SS e+ (2) dz’-! —sApsi2)* 


Es seien nun 





(29) ®,(z), D(z), ..., ®(z) 
p linear unabhingige Integrale der (28) entsprechenden homogenen Dif- 
ferentialgleichung 
pti 
‘ Iy(z) &°~*@(z) 


Wir bestimmen dann p Funktionen 
(31) Y,(z), P(z), ..., P(z) 
durch die p Gleichungen 


(32) Me) ya) =a, 
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Die Funktionen ¥,(z) geniigen®) der zu (30) adjungierten Differential- 
gleichung 








p+t p-1( hy (2) ¥(s)) 
_4)\4-1 hp+1(z) to 
(38) Py 1) aS 0. 


Dann ist das allgemeine Integral*) von (23) 


, P i-1,s8 Ld 
(84) (2) = en** S10, (2) [Wh (2) do + DY 7 Palade, 


v=1 a=l 
wobei y, Integrationskonstanten in bezug auf z sind, die so zu bestimmen 
sind, da8 die Potenzreihe (22) fiir p,(z) einen méglichst groBen Kon- 
vergenzradius hat. 


Wir machen nun neben der in der Einleitung erwahnten Annahme a), 
daB die Gleichung (6) nur einfache Wurzeln z, habe, die Annahme 


b) In dem zur singuldren Stelle z, der Differentialgleichung (30) 
gehdrigen Integrale 
(35) ®,(z,,2) = (z— 2) °° B(z — 20) 
sei o. keine ganze Zahl. 
Man kann nun ein Fundamentalsystem 
(36) ®, (25,2), Do(2, 2), «--, Dy (Ze, 2) 


von (30) derart angeben, daB alle diese Integrale mit Ausnahme von 
®,(z,,2) in z, regular sind. Es ist dann 


(37) ©, (2) = >) of) ®, (26, 2), 


x=1 
wobei die c{*) Konstanten sind. 
Bildet man entsprechend (32) das zu den Funktionen (36) adjungierte 
Fundamentalsystem 


(38) Y, (2-2), Pa(20,2), -.-» Py(%, 2), 
so folgt aus (32) *) ‘ 
(39) P,, (2.,2) =>) oi) ¥, (2). 


Normiert man daher die Funktionen ¥,(z) von Anfang an so, da8 


5) L. Schlesinger, Handbuch der linearen Differentialgleichungen 1, 8 62, 69 u. 78. 
*) Die & und ®, erleiden nach ihrer Definition kontragrediente Substitutionen. 
Schlesinger, 1. c., S. 66. 
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“~* B, (z)\ , a B =1,2,. +P; 
(40) (FO) mee (Oe Ps 6, =1, Sur =0 fiir 1+») 
ist, so wird 
a’ BW, (20,2) (o) 
(41) ee ee 


Y, (zo, 2) hat in z, eine singulare Stelle und wird bei einem Umlaufe 


von z um z, mit e**V-1¢, multipliziert; dagegen verhalten sich die Funk- 
tionen ey fir «»=—2,..., p im z, regular, da die Differential- 


gleichung (33) als Differentialgleichung fiir die Funktionen Pers auf- 
? 
gefaBt werden kann und in 2, nur eine einfache singulare Stelle hat. 


Aus den (32) entsprechenden Gleichungen folgt namlich sofort, da8 nur 











fir «=1 Bae) in z, verzweigt ist. Nach (37) und (39) ist nun 
- i—1 22 
(42) 9, (2) ren S04 (0,3 )) Kpratay (Be #) ds 


+ Se 2 ®, (tq, 2) e-#*. 


wal v=1 
Durch Potenzreihenentwicklung nach z — z, zeigt man wie in I S 
da8 ,(z) in z, regular ist, wenn es bei einem Umlaufe um z, sich nicht 
andert. Bezeichnet man g,(z) nach einem Umlauf von z um 2z, entgegen- 
gesetzt dem Uhrzeigersinn mit §;(z), so ist 
t-1 ,22 


(43) MA) ae) ee re ) psatay #1 (%#) ds 


+ (e7PV tee _ » Sree (Ze, 2); 


wenn C, ein von Null ausgehender, z, entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn 
verlaufender, nach Null zuriickgehender Schleifenweg ist. ,(z) ist also 
fiir z= z, regulir, wenn 


1 i-1 y, W, (£0, 2) = (a) 
sce iY a net 
ist. Setzen wir also voraus, daB die Determinante 
(oe) w=1,2,...,p 
(45) |Cur| 0 Getiec cae 


machen wir also nach (41) die Annahme’): 


*) Diese Bedingung ist eine notwendige, da sonst (30) ein fiir | z4 <q regulires 
Integral hat, also sicher keine eindeutig bestimmte vordere Reziproke existiert. 
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c) Bs set die Funktionaldeterminante der p Funktionen Y,(z,,z), 
A a Ree ¥, (z,, z) fiir z<=0 ungleich Null, 
so kénnen wir die p Konstanten y, aus (44) fir o—1,2,...,p be- 
rechnen. Wahit man also g so groB, daB 


(46) |%|<q fiir o=—1,2,...,p, |2ps:1| >, 
so folgt genau wie in I 8. 12 
(47) y,(ge’-i*) = 0 (2) fir 0S 9 <22, 


und dasselbe gilt wegen (32) und (34) fiir die p—1 ersten Ableitungen 
von @,(z). Die p-te Ableitung kann man nach (23) durch Funktionen 
ausdriicken, deren GréBenordnung bekannt ist, da sich die an den Stellen z, 
unendlich werdenden GréBen wegheben. Es lassen sich daher die Schliisse 
von I 8.15, 16 bzw. 28 iibertragen, woraus wegen (46) die Existenz 
einer und nur einer beschrinkten vorderen Reziproken Y(z, y) und damit 
auch die von ®(z, y) folgt. Es folgt also genau wie in I 8.13: Ist 


if 
— a’ 
(48) lim V #22] <a, 


so gibt es nur das Lésungssystem 


(49) &, = >) ef" (2), 
i= 

fir das ; 

(50) lim VJé,| <q. 

t>o@ 

Es bleibt also nur mehr zu zeigen, daB 
dé 

(51) qe = best 

ist. Es ist aber 


d :, 
(32) (FE + yg) (2) = tesla), 
i t=1 


=1 


also (51) sicher erfiillt, wenn 


(53) <8) +29(z) = Seu = te+1 (2) = Pass (2) 





ist. Nun ist aber nach (26) 


(54) = A. [L(o(2))] = — 2h (oe) + L(+ 29(2)], 
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so daB man genau entsprechend I (56) erhilt 





(55) L(+ so (2)| = £[L(9(2))] + 2L(9(2)). 
Es ist daher 
(56) LD (7e+1(2)) = “at + gt+i — ztt1, 


und da 7+:(z) fiir |z|<q regular ist, mu8 es mit y,,,(z) identisch 
sein. Man erhalt also wie in I 8. 13 
Satz 1. Gibt es genau p Wurzeln der Gleichung (6), deren ab- 
solute Betrdge kleiner als q sind, sind ferner die Annahmen a), b) und 
c) sowie (48) erfillt, so hat die Differentialgleichung (1) ein und nur 
ein Integral y, fiir welches 
a 
(57) | lim V at v(2) 


ive dz 





Sq 
ist. 
Kapitel IL. 


Abtrennung der Glieder §&,, &...., &, in dem Gleichungs- 
systeme (4). 


§ 1. 
Aufstellung der vorderen Reziproken. Beweis des Hauptsatzes. 
Wir nehmen an, g(x, z) sei regular fiir |z| < | 24541|, wobei z, die 


dem absoluten Betrage nach geordneten Wurzeln von (6) sind. Es sei 
ferner jetzt 


(58) | 2n+p|< 9 <|Zn+p+1!; 
‘ : 
i a* f(z) 
(59) im —4ae8 | <2 








und es seien schlieBlich die Annahmen a) und b) erfiillt. 
Wir betrachten das aus (4) hervorgehende Gleichungssystem 


t-1 


(60) >» , wy Of ivi (®) F 


k=n+1 s=0 
= #1 


= f*-"(s) -)) aa) OE) n—t41 (Ey 


k=1 p=0 ° 


(¢=1, 2,...). 
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Aus den Bemerkungen, die wir in Anschlu8 an (4) machten, folgt, 
daB die Zusatzglieder auf der rechten Seite fiir i >n-+ p wegfallen. 


Wir setzen Per 
(61) Stata tint¢..i. 
(62) ee - {F**(2) — -» (Fee, sald oH} my, 


Es ist dann zu der beschrankten Bilinearform 


eo vp (t—1\ w n+k-} 
(63) A (x, ¢) yx te at, 


t=1 k=i n=0 p 





die hintere Reziproke 
| k—1 
Varied , 





(64) rc, n-y > ret ot 
t=1 k= 
so zu bestimmen, da8 
(65) A(z,t)¥(t,y) => ay, 
t=1 
wird. Existiert dann eine und nur eine beschrinkte vordere Reziproke 
k—1 
Purine 
(66) O(z, -S> - aa r bie 
=1 k=l 
fiir die also 





k-1 
(67) ®(x,f) ACE, p- PSS SeeC ls 


t=1 [=1 k=l p=0 








k-1 n+i—1 
of?) a —k 1(z)@ = 
aw: = ~ 2% => %Y; 
p j? _ 
ist, so erhélt man fiir die gesuchten ¢, 
e i-1ft—1 
Fu+erd 
(68) Ce =) - sa | z a 
t=1 @ 
a’ -1 
a xiv LS eval "(z)- — Sher <—|, 
wovei 
at+p 


(69) Baste 3 Meads "a *) 9 ras (2) (FHLB) 
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ist. Es wird also 


(702) <— 28 + Basta So ae +... + Besuy = => %suf* "(z), 
a”—*y 
(71) bean + 3 Base ot —¥ = 2 Pasnif (x). 
a+k— 
Es ist dann noch zu zeigen, da8 in (71) &,,, durch an at emetat 


werden kann. 
Zur Bestimmung der ¢,,,;, hat man nach (67) das Gleichungssystem 


«2 ? 
= 
(72) SD gens u-e+1 (2) ( 7) Pnsen = One (t= 1, B, +0). 
&=1 a~=0 
Dieses ist aber das Rekursionssystem fiir die Koeffizienten der (23) 
befriedigenden Potenzreihen, wobei aber die m ersten Zeilen fehlen und 
n-+i statt i zu nehmen ist. Setzt man daher 


(73) ; zt-1 = Pn+i (2), 


k=1 


so geniigt ~,.;(z) wegen (69) der Differentialgleichung 


P 
(74) L(pnse(2)) = 2®**-1 4+ DS” By yg? (¢= 1, 2, oF 

izi 
und es entsteht die Aufgabe, die von z abhingigen Funktionen Z,.,;, so 
zu bestimmen, daB (74) ein fiir |z| <|2,44:| regulares Integral hat. 
Nun 148t sich aber das allgemeine Integral von (74) entsprechend (34) 
in der Form 

Pp Zz 


= ¥, (2) 
(18) goals) =e DY O(a) fere(anre + 3 Besus') Gide 





v= 0 A=1 


+) Yu D, (z)e-** 


darstellen, wobei die y, Integrationskonstanten in bezug aufz sind. Ent- 
sprechend (44) mu8 also sein 


+ ¥, (2,,#) - 
(76) =a fee (ant4-1 +2 By442*- 1) = i) dz = Syne 
e %~1¢ =1 


ali 
(o=—1,2,..., p+). 





Wir setzen nun 


(77) <iiamed fee Ya (ter) 3, _. T(s), 


e SAE he 41 () 
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dann geht (76) iiber in 


q*tt-1 J . 4-1 . Ld is 
(78) “ +S Barus _! =D'y 7 +# 
A=1 a=l 





dz®t*-1 2-1 


Aus dem bekannten Verhalten der Funktionen 7,(z) fiir groBe |z| 
folgt, da8 kein 7',(x) identisch verschwindet und da8 zwischen endlich 


vielen 7’, keine homogene lineare Beziehung mit konstanten Koeffizienten 
besteht. Wir machen jetzt die Annahme’) 


ce’) Es gibt p Werte o zwischen 1 und p+n, daf die Funktional- 
determinante der entsprechenden Funktionen Y¥,(z,,2) in 2=0 nicht 
verschwinde, da aleo die Determinante |c\"| | mit u = 1,2,..., p von Null 
verschieden sei. 


Indem wir, um eine komplizierte Bezeichnung zu vermeiden, allen- 
falls die z, umordnen, diirfen wir annehmen, da8 


(79) |ers | +0, 
(oe) p=1,2, soey D " 
wo |c,,| die Determinante fiir ist. 
o=1,2,...,9 


Eliminiert man unter dieser Annahme die y, zwischen den p ersten 
Gleichungen (78) und je einer folgenden, und setzt man 





fT, oy cy... OE 
T, Cy Cy... OS 
(80) ay = ¥,, (x= 1,2,..., ”), 
T, os, cs vee Cp 
Tin ot eet" i Ales 





so ist kein Y, wegen (79) identisch Null und man erhilt zur Bestimmung 
der E,,;, die n Gleichungen 


n+i—1 a-1 
(81) Saree + + 3 Ba ae oT 0 (x= 1,2,...,m). 
Die Y, sind ganze transzendente Funktionen von z, deren Funktional- 
determinante nicht identisch verschwindet, und es folgt wie bei I (62) 
q*tt-1 | a q' 
Die Z,4;, werden aus (81) als meromorphe Funktionen erhalten. Die 
Pole sind die Nullstellen der Funktionaldeterminante der Funktionen Y, 
(x= 1,2,...,m). Nach AusschlieBung dieser Pole durch kleine Kreise 
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erhalt man, sofern |z| nur unter einer beliebig groBen, aber festen Zahl 
liegt, 
‘ 
(83) Eau = o(#) : 
Ferner erhalt man genau wie in I (205) 


(84) Easisaa= Basia + Basia-1 — Basin Basia. 


Durch nahezu wértliche Ubertragung von I Kap. III §2, wobei L 
jetzt durch (26) definiert ist, statt 2, immer z,,2,,...,2%, zu setzen ist, 
zeigt man, daB das allgemeine Integral von (70) eine ganze transzendente 
Funktion ist, die sich in der Form 


(85) y= Do, f° (2) + D6 ¥,(2) 
: i+1 j=1 

darstellen 1a8t, wobei die ¢; Integrationskonstanten sind. Dabei kann 
man die explizite Berechnung von y*(z) ab I (220) durch den Schlu8 um- 
gehen, daB in dem I (212) und (213) entsprechenden Systeme von 
linearen Differentialgleichungen mit der unabhangigen Veranderlichen x 
auch jetzt alle Koeffizienten in bezug auf z fiir |z| << |z,4,:| regular 
sind. Ebenso la8t sich der Schlu8 von I Kap. III § 1 und der ganze 
§ 3 jetzt fast wértlich iibertragen, so daB man erhilt 


Satz 2. Gibt es genau p-+n Wurzeln der Gleichung (6), deren 
absolute Betrage kleiner als q sind, sind ferner die Annahmen a), b) und c’) 
sowie (59) erfiillt, so ist das allgemeinste Integral y von (1), fiir 

‘ 
(86) lim 


two 








ist, durch (85) gegeben. Es bleibt uns nur iibrig zu zeigen, wie man 
die Y,(z) andererseits durch die Laplacesche Transformation als Integrale 
der zu (1) gehérigen homogenen Differentialgleichung erhalt. 


§ 2. 
Die Laplacesche Transformation‘). 


Wir versuchen, die zu (1) gehérige homogene Differentialgleichung 


(87) S' n(2) 4-0 


k=1 


*) L. Schlesinger, Handbuch 1, 8. 414 f. 
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durch eine Summe vo: Integralen der Form 
(88) T = ~fe" F(*) az 





hp+1(z) 


zu integrieren, wo C geschlossene Wege in der komplexen z-Ebene, ¥ noch 
niher zu bestimmende Funktionen sind. Nun ist 


k-1 
(89) it~ | gt-teee FO) as, 





(2) 


(90) or FF [arte gts _ cali ¥ (2) dz of e**? ah) (2) 2) 





dzk-i hp+i(2) dz’-* = hp+i (2) 


r-1 
pr. we e~1 d’—*-1,%2 a*-! z*-! w (2) 
-|5 (— 1) re (eae )| 


s=1 


r-1[ 2,4 k-1_ ¥ (2) 
8) Je eile with) as, 


wobei in [] die Differenz der Wert im Endpunkt und Anfangspunkt von 
C m nehmen ist. Setzt man 7 in (87) ein und sieht zunachst von dem 
Beitrage der [] ab, so wird (87) erfiillt sein, wenn ¥(z) der Differential- 
gleichung 























r= iS ¥ ( 
(91) 2 2 %(— 1) ‘ —(e * = ,) =0 
geniigt. Nun ist ree nach (5) 
(00) Si a,,s = b,(2), 
also geht (91) iiber in mn 

ptt 

r-1 a"? ( h, (7) p iat 

(93) 2-1) Za(EG Fl) =o. 


also genau in ( (33), Um den Beitrag der [] beim Einsetzen in (87) zum 
Verschwinden zu bringen, setzen wir nach (77) unter Zugrundelegung der 
Annahme c’ nach entsprechender Umnumerierung der z, 


rp 
(94) y, =D) 7, Tat Yptn Tote: 
o=1 


Der Beitrag der [] beim Einsetzen von y, in (87) fallt weg, wenn wir 
die y, so bestimmen, da8 


1 


— —1 fs s-1 
- eh tV— le _ dz s=0?*V—leptn 1 as 2=0 








(e=1,2,..., p) 
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ist, wobei in [}’=) jeweils die Differenz der Werte nach und vor dem 
Umlauf um die betreffende singulare Stelle zu nehmen ist. Nach (41) 
und der unm.itelbar darauf folgenden Bemerkung geht also (95) iiber in 


Ld 
(96) Dy 10088 + Fyn Oth = 0 (e=1,2,..., p). 


Setzt man y,,.— 1 und eliminiert man die y, aus (94) und (96), 
erhalt man 





,... 7, Ty. | 
(97) y,|er|=(—1)? |e ef axe", 
cS “nt” 

e=1,2,... 


wo |c,,| die Determinante fiir ( 
verschieden angenommen ist. 


Die y, sind also bis auf einen konstanten Faktor mit den durch (80) 
definierten Funktionen Y_ identisch. 


; °) ist, die als von Null 
o=1,2,...,9 


(Eingegangen am 19. 2. 1921.) 


Lineare Differentialgleichungen unendlich hoherOrdnung 
mit ganzen rationalen Koeffizienten. 


Von 


Oskar Perron in Heidelberg. 


§ 1. 
Die Aufgabe und Zusammenstellung der Resultate. 


Die von Herrn Hilb in zwei gleichbetitelten Arbeiten') untersuchte 
Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung soll im folgenden auf neue 
Art behandelt werden. Dabei wird die Laplacesche Transformation nicht 
benutzt, und die bei ihrer Verwendung auftretenden Ausnahmefille werden 
restlos und einheitlich miterledigt. Die Methode ist ganz elementar und 
setzt auch von der allgemeinen Theorie der unendlichen Matrices nichts 
voraus. Auf eine dritte Art hat Herr Helge von Koch in einer Arbeit, 
die wahrend der Drucklegung der gegenwartigen erschienen ist, das Pro- 
blem angegriffen *). 

Ist f(z) eine ganze (rationale oder transzendente) Funktion, so laBt 
sich in wenigen Zeilen beweisen, daB der Ausdruck 


lim sup y\f"""(2)| 


fiir alle z den gleichen Wert hat*). Wir nennen ihn die Stufe der 
Funktion f(z). Die Stufe kann auch oo sein; doch beschiftigen wir uns 
in dieser Arbeit nur mit Funktionen endlicher Stufe. 


Man erkennt sofort die Richtigkeit der folgenden Sitze: 


A. Ist f(x) von der Stufe g, so sind auch alle Ableitungen f‘”’(z) 
von der Stufe g. 


1) Die erste steht Math. Annalen 82 (1920), S. 1—39; die zweite geht der gegen- 
wartigen Arbeit unmittelbar voran. 

*) H. von Koch: Sur les équations différentielles linéaires d’ordre infini. Arkiv 
for Matematik, Astronomi och Fysik 16 (1921). 

5) Vgl. die Einleitung der ersten Hilbschen Arbeit. 
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B. Sind /,(z), f,(a) zwei Funktionen, deren Stufen <q sind, so ist 
a, f,(z) +4, f,(z) ebenfalls héchstens von der Stufe g. 


C. Ist f(z) von der Stufe g, so ist f(az) von der Stufe |a|q. 

D. Ist f,(x) von der Stufe g,, f,(z) von der Stufe g,, so ist das 
Produkt /,(x)f, (2) héchstens von der Stufe g, + q,. 

E. Die ganzen rationalen Funktionen sind von der Stufe Nuil. 

F. Die Funktion e** ist von der Stufe |o|. 


Nach diesen Vorbemerkungen stellen wir im Anschlu8 an Herrn Hilb 
folgende Aujfgabe*): 
In der Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung 


(1) > 9,(z)y” = f(z) 

v=0 
sei f(z) eine ganze Funktion héchstens von der Stufe g. Die g (xz) seien 
Polynome vom héchstens p-ten Grad 


(2) 9, (2) =Go+@412+...+4,2% (»=0,1,2,...), 


und zwar mindestens eines genau vom p-ten Grad®). Dabei seien die 
Koeffizienten «,, so beschaffen, daB die p+ 1 Funktionen 


(3) hi(z) = 3) a 12” (4=0,1,..., p) 
v=0 
fiir |z| <q regular sind (die Konvergenzradien also grdfer als q). Die 
Funktion h,(z) verschwindet, da mindestens ein g(x) genau vom p-ten 
Grad ist, nicht identisch; die Anzahl ihrer Nullstellen im Bereich |z| < ¢ 
sei n (mehrfache mehrfach gezahlt). Gesucht sind Integrale der Differential- 
gleichung (1), die ganze Funktionen héchstens von der Stufe q sind. 
Zunichst mégen die Ergebnisse in zwei Siatzen formuliert werden. 
Der erste bezieht sich auf die homogene Differentialgleichung, d. h. bei der 
f(x) = 0 ist. 
Satz 1. Die homogene Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung 
hat genau n — p+ linear unabhangige Integrale, deren Stufe <q iat. 


*) Um den Vergleich mit der zweiten Hilbschen Arbeit zu erleichtern, habe ich 
mich ihr in der Bezeichnung méglichst angeschlossen. Doch schien mir eine Index- 
verschiebung zweckmaBig, derzufolge meine g,(z),h,(z),,, mit den Hilbschen 
9r41(%)» Way (4), @ 45 44 identisch werden; auBerdem ist meine Anzahl n die 
Hilbsche Anzahl n +p. 

®) Es ist nicht ausgeschlossen, daB g, (x) fiir alle hinreichend groBen » identisch 
verschwindet, so daB die Differentialgleichung (1) nur von endlicher Ordnung ist. 
Auch fiir Differentialgleichungon endlicher Ordnung sind die Resultate dieser Arbeit 
neu und nicht trivial. , 
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Dabei bedeutet 8 die Anzahl der linear unabhangigen im Bereich 'z| <q 
reguldren Integrale der linearen Hiljsdifferentialgleichung p-ter Ordnung: 


? a 
Whi (2)? 2? =0. 
A4=0 


dizi 


NaturgemaB ist 0 << s < p, so daB mindestens n — p und héchstens 
n Integrale vorhanden sind. Der zweite Satz bezieht sich auf die in- 
homogene Differentialgleichung und lautet‘): 


Satz 2. Die Differentialgleichung (1) hat dann und nur dann bei 
jeder Wahl der Funktion f(x), deren Stufe <q ist, Integrale y, deren 
Stufe <q ist, wenn die betreffende homogene Differentialgleichung genau 
n— p Integrale hat, d.h. nach Satz 1, wenn die dort angegebene Hiljs- 
differentialgleichung kein im ganzen Bereich |z| < q reguldres Integral hat. 

Das allgemeine Integral y hat dann die Form 


Y= Yot Cry, +---+Cn-pYn-p> 


wo y, ein beliebiges Partikuldrintegral ist, und y,,...,Yn—p die Integrale 
der homogenen Differentialgleichung sind, die aber im Fall n=p 
natiirlich wegfallen. C,,...,C,-, sind willkiirliche Konstanten. 

Der zweite Teil von Satz 2 bedarf, wenn alles andere bewiesen ist, 
natiirlich keines Beweises mehr; er ist nur der Vollstandigkeit halber 
hergesetzt. 


Beim Beweis der beiden Satze geniigt es offenbar, sich auf den Fall 
q = 1 zu beschrinken, da der allgemeine Fall, wie man sofort sieht, aus 
diesem hervorgeht, indem man z durch gz ersetzt. 


*) Diesen Satz hatte ich bei der urspriinglichen (am 22. 3. 1921 bei der Redaktion 
eingegangenen) Fassung meines Manuskriptes als Vermutung ausgesprochen; der 
Beweis war mir nur mit gewissen Einschrinkungen gelungen. Auch Satz 1 hatte ich 
nur dahin formuliert und bewiesen, daB mindestens » —p und hichstens » Integrale 
vorhanden sind. Als ich bald darauf den ganzen Beweis beider Sitze fand, habe 
ich mein Manuskript von der Redaktion zuriickerbeten und entsprechend abgeandert. 
Mittlerweile hatte ich Herrn Hilb von meinem urspriinglichen Manuskript Kenntnis 
gegeben, und es ist ihm gelungen, durch eine Verschmelzung seiner und meiner 
Methode gleichzeitig mit mir ans selbe Ziel zu gelangen (vgl. seine dritte Mitteilung). 
Unsere Beweise der beiden Siatze stimmen in den meisten Zwischenstationen iiberein: 
doch werden die einzelnen Teilstrecken auf verschiedenen Wegen durchlaufen. 
(25. 4. 1921.) — Herr von Koch fiihrt a. a. O. statt meiner Hilfsdifferentialgleichung 
die dazu adjungierte ein. Er gelangt, soviel ich sehe, ebenfalls zum Satz 2, waihrend 
er an Stelle von Satz 1 nur findet, daB mindestens n—p Integrale vorhanden sind. 


Mathematische Annalen. 44. 3 
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§ 2. 
Ein Hilfssatz tiber Summengleichungen. 


Die Grundlage meiner Methode ist der folgende Hilfssatz, den ich 
kiirzlich auf ganz elementare Weise bewiesen habe’): 


Hilfssatz. Die Koeffizienten der Summengleichung 


=z 


D>) (Gr + bur) Bete = Cn (u=0, 1, Booes) 
r=0 
mégen die Bedingungen erfiillen: 
(I) Bo + duo + 0 (u=0,1,2,...), 
(II) la|<eo |, , 
Be 
(III) . \b.»!' Sk, o” 
(IV) lim k,, = 0, 
‘ pra 
(V) lim sup Ve <1, 
fh=@ 


so daB jedenfalls die Funktion 
(VI) F(z)= 5’a,2" 
7=0 


im Bereich |z| <1 reguldr ist. Ist n(> 0) die Anzahl ihrer Nullstellen in 
diesem Bereich (mehrjache mehrfach gezdhlt), so enthdlt die allgemeine 
Lésung der Summengleichung mit der Nebenbedingung 

lim sup V |z,|<1 


rs 


genau n willkiirliche Konstanten C,, und hat die Form 


n 
A 
Ly = Bre +> C,, By x: 


Ist M ein geniigend grofer Index, so gibt es eine und nur eine 
derartige Lésung, fiir welche die n Unbekannten xy, ty +1, 
vorgegebene Werte haben. 


Hiernach hat insbesondere die homogene Summengleichung 


+++> UM +n-1 


D>) (ar + bur) tu+e= 0 (u=0,1,2,...) 
v=0 
") Ober Summengleichungen und Poincarésche Differ leich Dieser 








Band, 8.1. Der Hilfssatz ist der dortige Satz°2; sein Beweis ist in den §§ 1, 4, 4 
enthalten, § 2 ist dafiir entbehrlich. 
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genau n linear unabhiangige Lésungen z, mit der Nebenbedingung 


lim sup V |@|<1. 


Wir bezeichnen diese (falls nicht n = 0 ist) mit z,;,...,2,, und kénnen 


sie etwa dadurch festlegen, daB wir fiir einen hinreichend groBen, aber 
festen Index M 


Duy, Bis, «++» CMen—1,1 100...0 
ye, 2M+1,2> eers9 ZM+n—1,2 -_— 0 1 0...0 
Zun> TM+itin>s +--+) CMin—-i,n 000...1 
setzen. 
§ 3. 


Beweis der beiden Siatze. 


Nach der SchluBbemerkung des § 1 diirfen wirg=1 setzen. In der 
Differentialgleichung (1) ist dann die ganze Funktion f(z) héchstens von 
der Stufe 1; wenn also 


(4) f(2)= See 
gesetzt wird, so ist i 
(5) lim sup ¥/|d,| <1. 


Gesucht werden Integrale y 
<7 Dy 
(6) y= dl 


¥! 
v= 


der Differentialgleichung (1), deren Stufe ebenfalls <1 ist, so daB 


(7) lim sup \/| D,| < 1 


sein mu8. Da ferner die p-+-1 Funktionen h,(z) fiir |z| <1 regular 
vorausgesetzt sind, ist 


(8) j%s| Ge" (® <1). 


Setzt man jetzt das Integral (6) in die Differentialgleichung (1) ein, 
so darf man wieder nach Potenzen von x ordnen. Dadurch erhilt man 
zur Berechnung der Koeffizienten D, das Gleichungssystem: 


(9) D> Mn, De=h (4=0,1,..., p—1)%, 
v=0 


*) Fur p=0 fallen die Gleichungen (9) natiirlich weg. 
8* 
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(10) D, (Ge + bur) Dare = Cp (a=0, 1, RR 


r=0 


wobei die y,,, @,, bu», ¢ die folgende Bedeutung haben: 








f G@e-—1,i-1 , @r-—i,0\ . 
(11) Y= Gra + pac sh tle it jas 
(12) a, = yp 
b.9 = 9, 
(13) ay—1.p—1 __ &r—8,9—2 ‘ ar—p,0 es \o 
bn er ter tyte) tt Geta t2)..eap) (frre !)”, 
(14) G¢, = Gr pyi ante 


Soweit die hier auftretenden « einen negativen ersten Index haben, sind 
sie durch Null zu ersetzen. 


Hiernach ist wegen (8) 
\a|SG0, = |bur|S 


und wegen (14) und (5) 
lim sup \//¢.| S 1. 


Die Summengleichung (10) erfiillt somit gerade die Bedingungen unseres 
Hilfssatzes, wenn wir noch voraussetzen, daB a, +0 ist. Diese Voraus- 
setzung soll vorldufig gemacht werden, wobei man beachte, da8 sie von 
der Transformation, welche den allgemeinen Fall auf den Fall g = 1 
zuriickfiihrt, unabhangig ist. 





Nun untersuchen wir zunachst die homogene Differentialgleichung; sei 
also f(x) = 0, daher d, =-0,c¢, =0. Dann ist die Summengleichung (10). 
ebenfalls homogen und sie hat nach unserem Hilfssatz genau n linear 
unabhingige Lésungen D, mit der Nebenbedingung (7), weil ja jetzt 


F(z) = Yaz = 30,9" =h,(z) 
v=0 y=0 


ist, also nach Voraussetzung n Nullsteilen im Bereich |z| <1 hat. Diese 
n Lésungen seien, falls nicht n = 0 ist®®), D,,,..., D,,; wir kénnen sie 
dadurch festlegen, da8 wir nach Wahl eines geniigend groBen Index M 





*) Falls p =0, ist bu» =0 zu setzen. 

*) Fir n=0 hat (10) mit c,=0 nur die triviale Lésung D,=0. Also gibt es 
auch keine Integrale der homogenen Differentialgleichung auBer y= 0. Damit ist fir 
n= 0 der Satz 1 bereits bewiesen, da in diesem Fall offenbar s = p ist. 
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Dui, Dasii, ---s Dyrsen-is 100...0 
(15) Dus, Duss.2, ---» Dusn-1.2 _{91 0...0 
Dun, Duin: sees Dysn-3.0/ 0 0 0 See, 


setzen. Die allgemeine Lésung der(homogen gemachten)Summengleichung(10 ) 
mit der Nebenbedingung (7) ist dann 


(16) D,= 3) C. Dex: 
x=1 


wo C,,..., C, willkiirliche Konstanten sind. 

Nun sind aber noch die p Gleichungen (9) zu befriedigen"’), die jetzt 
ebenfalls homogen sind (d,;=—0). Setzt man in diese fiir D, den Aus- 
druck (16) ein, so ist die entstehende Reihe wegen (7) absolut konvergent, 
und man erhalt zur Berechnung der n Konstanten C,, ..., C, die p linearen 
homogenen Gleichungen 


n 
(17) > m0, =0 (4=0,1,...p—1), 
“=1 
wobei 
(18) Din = 7.4 Dru: 
r=0 


Im nichsten Paragraphen werden wir die Koeffizientenmatrix des 
Gleichungssystems (17) 


Mo1> Wo 25 609 Bee 








(19) 


Mp—i,1> (p-1, 25 oo eg p-1.m, 


untersuchen und zeigen, da8 ihr Rang gleich p — s ist, wo s die in Satz 1 
angegebene Bedeutung hat. Nehmen wir das vorliufig als bewiesen an, 
so bleiben von den Konstanten C, noch n — p+ willkiirlich. So groB 
ist also die Anzahl der linear unabhangigen Integrale (6), und damit ist 
Satz 1 bewiesen.**) 


Wir wenden uns jetzt zu der inhomogenen Differentialgleichung (1 ). 


™) Der Fall p= 0 eriibrigt sich. Denn weil dann offenbar auch s = 0 ist. weil 
auBerdem die Gleichungen (9) wegfallen, also keine Bedingungen mebr zu befriedigen 
sind, ist Satz 1 fiir diesen Fall durch die vorausgehenden Betrachtungen schon 
erledigt. 

#) Zunichst nur unter der Vorauseetzung a), + 0, von der wir uns aber in 
$ 5 befreien werden. 
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Dann hat die allgemeine Lésung der Summengleichung (10) nach unserem 
Hilfssatz die Form 


D, = Dro + D>) Cx Don. 
x=l 
Setzt man das in(9) ein, so ergeben sich fiir die m Konstanten C,, wieder 
p lineare Gleichungen mit der Koeffizientenmatrix (19)'*). Sie sind bekannt- 
lich dann und nur dann bei beliebiger Wahl der Werte auf der rechten 
Seite auflésbar, wenn der Rang p — s gleich p ist, also fir s=0. Da- 
mit ist auch Satz 2 bewiesen**). 


§ 4. 
Der Rang der Matrix (19). 


Es muB jetzt gezeigt werden, da® der Rang der Matrix (19) gleich 
p—s ist. Zu dem Zweck betrachten wir wieder die homogen gemachten 
Gleichungen (9), (10), wo also d,—0, c,— 0 ist, und fragen, wie viele 
lineare Verbindungen der p Gleichungen (9) durch alle n Lésungen von 
(10) befriedigt werden. Sind P,, P,,..., P,,_, die Koeffizienten einer solchen 
linearen Verbindung, so handelt es sich also darum, ob die Glvichung 


p-1 
Ss (3 ?42D D,) P,=0 
=0 v=0 
fiir alle n Lésungen D, = D,,, (x =1,2,...,n) erfiillt ist, ob also das 
Gleichungssystem besteht: 
p-i 
(20) > o,,P,=0 (x=1,2,...,”), 
A=0 
wo w,, wieder die in (18) angegebene Bedeutung hat. 
Nun bestimmen wir gewisse GréBen P,, P,,,, ... rekursorisch aus 
dem Gleichungssystem 
p-1 
— ' 
(21) 2 ta? al (a,~ at a. van) HEP Py, 
p=0 


was wegen @)+b,o=«a,,+ 0 méglich ist. Setzt man hier fiir y,,, 
G,—», Oy.» die Werte aus (11), (12), (13) ein, so geht (21) iiber in: 


ptr 


(21a) Ps [@,—»,0 + Gy —n+i1,1/ + G,—n+2,2 (mu as 1) + eee 


=0 
: + Gy —nty,p 4 (@ —1)...(¢ —p+1))P,=0 
(»=0,1,2,. 





) Die Fille n= 0 und p=0 erledigen sich wieder ohne weiteres. 
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Diese Gleichung besagt aber, da8 die Funktion 
(22) y(2)=)D, Py 2 


p=0 


ein Integral der in Satz 1 eingefiihrten linearen Hilfsdifferentialgleichung 
p-ter Ordnung 


? 
‘ a’ »{ 
(23) Pa ha (2) vis) 7" 





ist. Da die Gleichung (23) genau s fiir |z| < 1 regulare Integrale haben 
soll, kann man die GréBen P,, P,, ..., auf s« unabhingige Arten 
so wahlen, daB der Konvergenzradius der Reihe (22) gréBer als 1 wird, 
also 


(24) lim sup yl Pel <1. 


Dann zeigt sich aber, daB die Gleichungen (20) erfiillt sind, die daher 
mindestens s linear unabhingige Lésungen haben. In der Tat verbiirgt 
die Ungleichung (24) die absolute Konvergenz der nachstehenden Doppel- 
reihe, so daB die vorgenommene Gliederumstellung erlaubt ist, und man 
erhalt : 


p-1 


Pp-l @ 
> % Pi= 5) (>) 7,,D,,) Pi (nach (18)) 
A=0 


4=0 =u 


oe »p-! 


=) (2 7,,P ) D, 


r=v 


os - / Ere Re ») eter Py+.D,. (nach (21)) 


vr=0 w=0 
72 


—~2'(2'(@ +2.) Dys+.n) “*P™* Py, »= 0, 
da ja die innere Summe verschwindet. Da die Gleichungen (20) somit 
mindestens s linear unabhiangige Lésungen haben, ist der Rang des Ko- 
effizientensystems, also auch der Rang der Matrix (19) hdchstens p — 8. 
Um zu zeigen, daB er auch mindestens p— s ist, betrachten wir die 
Differentialgleichung 


qt 


(25) ora Sue)“ dz *)) =o, 


wo M die seitherige Bedeutung hat (vgl.(15)). Die Gleichung (25) ist 
linear homogen und von der Ordnung M+n-+-p. Ihre Koeffizienten 
sind im Bereich |z| <1 regulir, und der Koeffizient der héchsten Ab- 
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leitung hat daselbst n Nullstellen; also hat die Gleichung mindestens 
M +-p Integrale, die fiir |z| <1 regular sind’). Fiir diese Integrale 
¢(z) wird der Ausdruck 





v 
a’ 
> hi (z) £2) 
A=0 


ein Polynom vom héchstens (M-+-n — 1)-ten Grad. Durch lineare Ver- 
bindung erhailt man noch mindestens p Integrale, fiir die das Polynom 
den Faktor 2 hat. Solche p Integrale seien g,(z),...,9,(z). Dann 
ist also 





° d*y (2) “SS 
(26) > Wi(2) =S— =D) Bez” (0 =1,2,,--59), 
A=0 v=M 


wo die B,, gewisse Konstanten sind. Der Rang der Matrix 


Bui, Bus+i,1; ees Bu+n-1,1 
(27) Bua, Busi.s, ---» Busn-1.2 

Buy, Bu+i,9; ee | Busn-1,p 
ist > p— 8; denn andernfalls kénnte man durch lineare Verbindung der 
p Gleichungen (26) mehr als s Integrale der homogenen Gleichung (23) 
herleiten, wahrend diese doch bloB 2 hat. Setzt man 


(28) Ge(2)= D>, Pret” (o=1,2,..., p) 
vr=0 
und fiihrt das in (26) ein, so ergibt sich analog zu (21a): 
ptr 


D) [er—n.0 + Ort, 1 + Mp se,2 (st —1)+... 
“=O 
+ @—u+p,p (4 —1).--(¢—Pt+1)) Pup = Bro, 


wobei B,, fir »< M und »>M-+n-—1 durch 0 zu ersetzen ist. 
Analog zu (21) kann man statt der letzten Gleichung auch schreiben: 


D> (Grn + b son) SEPU Pyne t+ Bre- 


“=0 





=" 
(29) > %Pi=— 
4=0 


Multipliziert man (29) mit D,, und summiert nach » von 0 bis co, 


*) Nach Satz 2 meiner Arbeit: ,Uber diejenigen Integrale linearer Differential- 
gleichungen, welche sich an einer Unbestimmtheitestelle bestimmt verhalten“, Math. 
Annalen 70 (1911), 8S. 1-82. KEimen erheblichen Teil meines Beweises hat kiirzlich 
Herr Hilb in einer gleichbetitelten Arbeit wesentlich vereinfacht, Math. Annalen 82 
(1921), 8. 40 und 41. 
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so verschwindet genau wie vorhin 8.39 rechts wieder die Doppelreihe 
und man erhilt: 


x p-l : M+n-1 
> (S 7.P:,) Din= D>, Bre Den: 
v=0 A=0 v=M 
Hier ist aber die rechte Seite wegen (15) gleich By+,-1,,, und die linke 
p-1 
Seite gleich P @,, Pi,, wie man aus den zwei ersten Zeilen der Gleichungs- 
i=0 
kette auf 8. 39 ersieht. Also 
p-1 
xem 1,2,...,% 
(30) 2 Mn Pie= Busn-t,e eee. *): 


Da der Rang der Matrix (27) >p—s gefunden wurde, sind die 
(p — 8)-reihigen Determinanten dieser Matrix nicht alle Null. Diese 
Determinanten setzen sich aber wegen (30) nach bekannten Determinanten- 
sitzen linear homogen zusammen aus gewissen (p — s)-reihigen Deter- 
minanten der Matrix (19), die also auch nicht alle verschwinden kénnen. 
Somit ist auch der Rang der Matrix (19) >p—s. W.z. b. w. 


§ 5. 
Nachtragliche Befreiung von einer einschrinkenden Voraussetzung. 


In den beiden letzten Paragraphen sind die Saitze 1 und 2 unter 
der einschrinkenden Annahme bewiesen, daB «,,+ 0 ist. Um uns jetzt 
von dieser Einschrinkung zu befreien, machen wir die Substitution 


(31) y= e°*Y, 
wodurch die Differentialgleichung (1) iibergeht in die folgende: 





x al”) a” aA” p 
(32) (Oey Os) y= H(aye-er, 


Das ist eine Differentialgleichung der gleichen Bauart wie (1). An die 
Stelle der Funktion f(z), deren Stufe <q sein sollte, ist die Funktion 
f(z)e-°* getreten, deren Stufe dann < q-+|o| ist (vgl. 8. 32 die Satze D 
und F). An die Stelle von «, ist h,(o), endlich an die Stelle der 
Funktionen 


h, (2) =, JP 2” 


v=0 


sind die Funktionen 





= nr” 
v, (2) =) ar ha(o +2) 
v=0 
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_ —_ 


getreten, die im Bereich |z| < q-+|o! regular sind, sofern nur |a| klein 
genug gewahlt ist. Auch hat dann die Funktion y,(z)=A,(o+ 2) im 
Bereich |z!< q+ /!o{ genau n Nullstellen. Nun kann man offenbar o 
absolut beliebig klein und so wahlen, daB h,(c)+ 0 ist. Fiir die Diffe- 
rentialgleichung (42) ist dann die einschrinkende Voraussetzung erfiillt, 
die wir in den beiden letzten Paragraphen machen muBten. Fiir sie 
gelten daher die betreffenden Existenzsitze, wobei die Stufe der Inte- 
grale Y héchstens g+|o| ist. Diesen Integralen Y entsprechen aber 
vermége (31) Integrale y von (1), deren Stufe <q-+ 2|o| ist. Da aber 
|o| beliebig klein sein darf, ist die Stufe der Integrale y sogar <q. In 
der Tat kann man z. B. im Fall des Satzes 1 folgendermaBen schlieBen: 

Es gibt genau n—p-+e Integrale y,, ..., Ya—p+e, deren Stufe 
<q+2\o| ist. Wenn eines darunter wire, dessen Stufe >g, etwa 
gleich q+ ist, so wiirden weniger als n — p + 8 Integrale iibrigbleiben, 
deren Stufe <q-+r ist. In Wahrheit gibt es aber doch n — p + 2 solche 
Integrale, da man ja |o| auch entsprechend kleiner, insbesondere | o| <3 
wahlen kann. 


(Eingegangen am 22. 3. 1921.) 





Lineare Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung 
mit ganzen rationalen Koeffizienten. 
(3. Mitteilung.) 
Von 
Emil Hilb in Wiirzburg. 


Die Methoden, welche in der ersten und zweiten Mitteilung entwickelt 
wurden, fiihren ohne weiteres zur expliziten Aufstellung der gesuchten 
ganzen transzendenten Integrale der Differentialgleichung 


(1) > 2 = 12), 
k=1 


in der die g,(2) Polynome p-ten Grades sind, wenn die Laplacesche Trans- 
formierte der Differentialgleichung 


k- ly 
(1a) > I — ze 
nur singulare Stellen der Bestimmtheit hat. Herr Perron machte mir nun 
ein fiir diese Annalen bestimmtes Manuskript zuginglich, in welchem er 
Existenzsitze fiir (1a) ganz allgemein ableitet, wahrend er fiir (1) auch 
noch Einschrankungen machen mu8. Diese Arbeit bringt, wenn man sich 
nur auf die Existenzsitze beschrinkt, dadurch eine Vereinfachung meiner 
Untersuchungen, da8 sie nicht die unendlich vielen linearen Gleichungen, 
auf welche das Problem fiihrt, explizite auflést, sondern eben nur die Auf- 
lésungsméglichkeit diskutiert. Indem ich diesen Gedanken aufn¢éhme, komme 
ich zu dem Beweise des folgenden Satzes*): 





1) Diesen Satz hat Perron gleichzeitig mit mir gefunden. Vgl. die unmittelbar 
vorhergehende Arbeit Perrons, die eine ganz wesentliche Erweiterung des oben er- 
wabnten Manuskripts ist. Perron fiihrt statt des Begriffs der Klasse den nahe ver- 
wandten der Stufe ein. In den Resultaten 148t sich ,, Klasse g“ jedesmal durch 
»Stufe <q“ ersetzen. Ein Teil der Resultate findet sich auch in der wibrend des 
Druckes erschienenen, am 13. 4. 21 eingereichten Arbeit von H. v. Koch, Sur les 
équations différentielles linéaires d’ordre infini. Arkiv for Mat., Astr. och Fys. 15 (1921). 
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Ist 
pti 
(2) g (2, 12) = Se) t= Dh, (s)2°-! 


fiir alle |z| <q regular und hat die adjungierte Dijferentialgleichung der 
Laplaceschen Transformierten von (1a) n ihrer Vielfachheit entsprechend 
gezahite singuldre Stellen vom absoluten Betrage kleiner q und t Inte- 


grale, die fiir |\z| <q regular sind, so hat (1a) genau n-+-t — p ganze 
transzendente linear unabhangige Integrale der Klasse g, wenn wir alle 
Funktionen f(x), fiir welche 


jin V\24 E|<a 


ist, in eine Klasse zusammenfassen. Dann und nur dann, wenn n> p, 
t= 0 ist, hat auch (1) fiir jedes f(x) der Klasse gq ein Integral der 
Klasse q. 

Von meinen friiheren Mitteilungen setze ich wesentlich nur Kap. I § 1 
der ersten Mitteilung voraus. 


§ 1. 
Spozielle Gleichungssysteme. 
Wir betrachten das Gleichungssystem 
(3) D> Grbrsins = (¢=1,2,...). 
k=1 


Die Reihe a(z) - Sa, z*-! stelle eine fiir |z| <q regulare Funktion dar, 


a, sei + 0 und die Glaichung 
(4) a(z)=0 
besitze n dem absoluten Betrage nach geordnete, ihrer Vielfachheit ent- 


sprechend oft angeschriebene Wurzeln z,,z,,...,2z,, 80 daB |z,|<q sei. 
Wir setzen 


, " 
(5) &=og', i oat. 
und suchen Lésungssystem ¢; der Gleichungen 
= q?t*- a 
(6) > 4 Sr qe Cees =H 


k=1 
fiir welche = | ¢ 4 konvergiert, wenn S| y,|" konvergiert. Systeme ¢, und y,, 
welche dieser Konvergenzbedingung geniigen, sollen erlaubt. > ysteme heiBen. 
Man erhilt aus ihnen ein Lésungssystem von (3), fiir welches 


& 
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(7) lim VE] <q, wenn lim Vini<q, 


und zwar braucht man, wie man sofort sieht, in der ersten Ungleichung 
nur < zu schreiben. 


Nun ist die Bilinearform 


q* 
(8) A(#,¢ =F Sat = he Cn+i- .- Dae 1 Sty, 1 


t=1 k=1 t=1 


absolut beschrankt, da 


(9) SetalsV Sal Stal’ 


Wir setzen nun in (6) die ¢,,¢,,...,¢, enthaltenden Glieder auf 
die rechte Seite und zeigen, daB das so erhaltene Gleichungssystem fiir 
Cn+a>omeqs +++ Cine und aur eine ,,erlaubte“ Lésung hat, was nach I § 1 
bewiesen ist, wenn gezeigt ist, daB die beschrinkte Bilinearform 


(10) A, (x, ¢) -» Sot — oat Cees 7s > a, k+1 =i 7 %on 





=1 k=n-i+2 k=1 l=n+1 
in der a, = 0 fiir k <1 m setzen ist, eine beschrinkte vordere Reziproke 
-1 
(11) o(2,t)= 3) Sn tat nik, 
t=a+1 k=1 
besitzt, so daB 
(12) O(2,0)4,(0.9)—= >) YS ones es amy = > 21%, 
t=n+1 k=1 l=n+1 t=n+1 
d. h. 
t=n+1,n+2,..., 
(13) ) Srna a+1 = Op need ead. 4, ;=1,46,,=0, wenn i+1) 
ist. Es ist also, wenn 
(14) Sone ‘= @;(2), 
k=1 
(15) P; (2) @(z) = By-is(z) + 2%", 


wo £,_;,;(z) ein Polynom (n— 1)-ten Grades ist, dessen Koeffizienten wir 
so bestimmen miissen, daB die Reihe fiir y,(z) konvergiert, wenn |z| <q 
ist. Man erhalt daher fiir die n Koeffizienten von E,_;,;(z) n lineare in- 
homogene Gleichungen, deren Determinante aus der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten als von Null ver- 
schieden bekannt ist. Es folgt daraus Z,_,;(z) = O|q*| fiir |z| <q. (Vgl. 
wegen der Bezeichnung I, 8. 11 (59)). Nun ist (I, 8. 15) 
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2x = 
(16) figs(ger=**) "40 = 2 Y)| p44 |" gt» = 0(¢1), 

6 i k=1 
so daB nach der Schwarzschen Ungleichung ®(z,¢) beschrinkt ist. Es 
gibt also eine und nur eine beschrankte vordere und damit auch nur eine 
beschrinkte hintere Reziproke. (Die bisherigen Ausfiihrungen geben die 
Theorie der linearen Differentialgleichungen co hoher Ordnung mit kon- 
stanten Koeffizienten und waren mir bei Ausarbeitung von I natiirlich 
bekannt.) 

Wir betrachten nun das allgemeinere Gleichungssystem 


{ e k+i-2 
> (a, a by) aT Ceti-a = MH 


k=1 


(17) oder 





4 qg*-! 
Pare i By n-i+s) ai oe = M> 
k=t q 

wobei wir annehmen, da 6,, fiir k<1, aber auch b,, selbst Null sei. 
Ferner soll die Bilinearform 


(18) Oy tal Hox es-s = B(2,0) 


#=1 k=1 
volistetig in Bezug auf die x sein, d.h. es soll | B(2,¢)| < e dadurch ge- 
macht werden kénnen, wenn ¢ beliebig vorgegeben ist, daB man endlich viele 
z, Null setzt, wenn nur 


(19) lni’si,  D'lGi"<1. 
t=1 f=1 

Wir setzen dann z, =z, =...=2, =0, so daB, wenn (19) erfiillt ist, 
|B(z,¢)|<e wird, d.h. wir lassen die « ersten Gleichungen (17) weg. 
In den iibrigbleibenden Gleichungen, die ¢,,¢,,...,¢, nicht mehr ent- 
halten, setzen wir die (41, C.+2,---» Cu+n enthaltenden Glieder auf die 
andere Seite. Die so aus A und B entstehenden Bilinearformen nennen 
wir A,,, und B,,,. Es gibt dann eine und nur eine Reziproke A, daB 


(20) MAgin=AnsnA= D> 2,0,4,=2 

t=a+1 
wird. Ist |A| bei (19) <M, so wahlen wir ~, von dem M ja unab- 
hangig ist, so groB, daB eM <1, wenn (19) erfiillt ist. Dann hat auch 
A,,+n + By+n, eine beschrinkte vordere und hintere Reziproke, also iiber- 
haupt nur eine Reziproke. In der Tat setzen wir 


(21) PA (Ayin + Buta) = E, 
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80 ist 

(22) P(E +ABysn)= 2 

und die Reihe 

(23) DP = E—AByin t+ ABurn A Buin —--- 


konvergiert und geniigt (22), so daB IA eine beschriankte vordere Rezi- 
proke ist. Ebenso erhalt man eine beschrinkte hintere Reziproke AI’,, 
die damit identisch ist, womit gezeigt ist, daB die Gleichungen (17) nach 
Abtrennung der yz ersten Gleichungen bei gegebenen ¢,41,..., Cn ein 
und nur ein erlaubtes Gleichungssystem besitzen. Da a, + 0 war, b,,=0, 
so kann man aus den abgetrennten Gleichungen ¢,, ¢,-:,...,¢, sukzessive 
eindeutig berechnen, so daB also nach Abtrennung der ¢,,41, Cu+2s ++ +> win 
enthaltenden Glieder die (17) entsprechende Bilinearform eine und nur 
eine vordere, also auch nur eine hintere Reziproke hat. Also hat das 
Gleichungssystem, das aus (17) durch Vertauschung von Zeilen und Kolonnen 
entsteht, nach Abtrennung von m geeigneten Gleichungen eine und nur 
eine erlaubte Lésung. Indem man zu den GréBen é, und », iibergeht, 
erhalt man daher die Siatze: 


Satz 1. Hat(4) n von Null verschiedene Wurzeln vom absoluten Be- 
trag <q, ist ferner die Bilinearform (18) vollstetig in Bezug auf die 
2,a,+0, b,=0, lim V|9,| < q, 80 hat das Gleichungssystem 

t+o 
(24) > (a, + b,,) fei = % 
k=1 
nach Festlegung von n geeignet herausgegriffenen Grofen &, eine und nur 
eine Lésung, fiir welche lin Viel <q tat"). 
to 
Satz 2. Unter denselben Voraussetzungen tiber die a, und b,, kann 
man bei beliebigen &,, fiir welche lim V\é;| <q, die linken Seiten der 
i e-o 
Gleichungen (24) auf eine und nur eine Weise mit Grdfen x,, fiir welche 
lim V\z,| <+ 80 multiplizieren, daf nach Addition aller linken Seiten 
die Koeffizienten der Gréfen &,, mit Ausnahme von n geeignet heraus- 
gegrifjenen, vorgegebene Werte n, haben, sofern lim V9.1 <t ist. 
kee 


*) Vgl. hierzu Perron, t)ber Summengleichungen und Poincarésche Differenzen- 
——— 
gleichungen. Math. Ann. 84,8.1. Zunachst folgt nur lim y ,&,;|<q, da man aber in der 
t>n 


ganzen Ableitung g durch eine kleinere GréBe ersetzen kann, so ist = auszuschlieBen. 
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§ 2. 
Anwendung auf lineare Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung. 


Indem man in (1) allenfalls y durch ye** ersetzt, wo « eine geeig- 
nete Konstante ist, kann man stets erreichen*), daS g,(z) genau vom 
Grade p ist, ohne daB die folgenden Satze durch Riickgingigmachung der 
Substitution geandert werden. Wir nehmen also an, daB g,(z) vom 
Grade p sei. f(z) sei von der Klasse g. Setzt man dann das Integral 
von (1) in der Form 


d”~1y (zx) 1 r-1 
(25) y= mp dz — =p: | G = 3 1)! i (% — 9) 


v=1 





an, so erhalt man fiir die &, das Gleichungssystem 


2 ? 
OX (75) Oass1 (0) Fe =F (xe) 


(26) * oder 





b 3 (773) (20) Bsa = 2 


k=—pt+i w= 

Dabei sind alle g, fir k<1 Null. Ist y von der Klasse g, so ist 
—— &, —— 

lim V|é,|<q und umgekehrt. Wir lassen nun die p ersten Gleichungen 
k?>@ 


weg und dividieren fiir j > p die j-te Gleichung durch (,') und setzen 





ieee £95) 
(27) 9? (2)= ~Bhee 2G J=i) hi 2 )=d, n+p G3) =n, j=i+p, 
et eS Pp 


dann gehen die Gleichungen (26) nach Weglassung der ersten p iiber in 


(28) D> (Oy + Ba) Se4i-1 =% ($==1,2,...). 
k=1 


Es ist also a,+0, b,=—0 und da fir nS p—1, j>2p, 
x) -(=1) _ 
a i < + so, oe folgt, daB die entsprechende Bilinearform 
(75 ) ‘eu (j—p) 
P P 
B(z,¢) in (18) vollstetig ist. 
Wir diirfen also die Saitze des § 1 unmittelbar anwenden. Wegen (4) 
d (27) ist 


(29) a(z) = p! hy, (2) 





*) Diesen Gedanken fand ich schon in Perrons Manuskript. 
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Hat also a(z)= 0 nm der Vielfachheit entsprechend gezihlte Wurzeln vom 
absoluten Betrag <q, so kann man in (26) nach Weglassen der p ersten 
Gleichungen n GroBen £, mit geeignet gewahlten Indizes beliebig vorgeben; 
dann gibt es ein und nur ein Lésungssystem é,, fiir welches 


(30) lim VJé, <q 
kao 


ist. Nimmt man die p ersten Gleichungen hinzu, so erhailt man ein 
lineares Gleichungssystem J° von p Gleichungen fiir die noch unbestimm- 
ten nm GréBen §. Diese p Gleichungen sind inhomogen, wenn f(z) + 0, 
haben also dann und nur dann fiir jedes f(a) der Klasse g eine Lésung, 
wenn n>p und der Rang R der Koeffizientenmatrix von I" gerade p 
ist. In diesem und nur in diesem Falle besitzt (1) ein Integral der 
Klasse g fiir jedes f(a) der Klasse g. Ist f(z)= 0, so ist J’ homogen und 
(1a) besitzt entsprechend den mindestens n — p und hiéchstens n Lésungs- 
systemen des jetzt homogenen Gleichungssytems I” mindestens n — p, héch- 
stens n Integrale der Klasse gq. 

Um R naher zu bestimmen, multiplizieren wir die j-te Gleichung (26) 
mit g;. Durch Addition der p ersten Gleichungen erhalt man einen Ausdruck 
2'%Ee worin lim V v, <q7', da a'a2* fir z —q regular ist. 

Nun kann man nach Satz 2 fiir alle ¢,, fiir welche lim Vigi< q; 
die Gleichungen (26) nach Streichung der p ersten so mit GréBen y;, fiir 


welche lim Vig, | < Lf ist, multiplizieren, daB man nach Addition der linken 


ive@ q 
Seiten eine Linearform > nbs erhalt, in der die 7, mit Ausnahme von n 
k=1 
geeignet gewahlten beliebig vorgebbar sind, sofern lim Vani < q=' ist. 
k>o 


Die nicht vorgebbaren n GréBen » folgen als lineare und homogene Funk- 
tionen der ~, also auch der anderen y. Wir suchen nun die GroBen ¢,, 
so zu bestimmen, daB man nach Addition aller entsprechend multiplizierten 
linken Seiten von (26) einen Ausdruck 


£,,§, sg Exo 5, - «Mode - Me, ope» E, n nip Ges ~ptk 


erhalt, in welchem Z,,, Z,,, ... zundchst unbestimmt sind. Halt man 
diese GréBen, sowie 7,,, Po, «++ Pr» fest, so kann man nach Satz 2 die 
anderen GréSen g,; homogen und linear durch diese GréBen ausdriicken, 
wenn man von den die GréBen 7,,,,, Pepsa> --- bestimmenden Glei- 
chungen n geeignete weglaBt. Diese n weggelassenen Gleichungen geben 


dann ein System I, von n inhomogenen Gleichungen fiir die noch un- 
Mathematische Annalen. 84. 4 
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bestimmten n -+-1 GréBen, haben also sicher eine Lésung, bei der nicht 
alle diese GréBen verschwind . Setzt man aber 


(31) > Mj? = 7, (2); 
j=1 
so geniigt y,(z) wegen (2) der Differentialgleichung 


P 

_ FL ag (zy, 2) a 9 (2) 

(82) L (Y%, (z)) = ha! dxf dz* 

— Ex; + eee + Bs.n-»2"-?! ar Ex, n-p+e2*-?t*-! 
und es hat diese Differentialgleichung ein fiir |z| <q regulares Integral. 
Wir setzen nun k=1 und zeigen, daB wir E,,,-5,:—1 setzen diirfen, 
wenn nicht die homogene Differentialgleichung 





(33) L(¢y(z))=0 
ein fiir |z| <q regulares Integral hat. 
Es ist nun 
p+i g-*( Loz ( )) 
L (9 (2) = e-%* Sth, (2)°— 
v=1 
und 


pt+i 
a”~* y(z) 
2 h(s) r= 
die Adjungierte der Laplaceschen Transformierten von (1a). 
Wir nehmen also an, daB (33) kein fiir z <q reguldres Integral hat. 
Sei dann H,,,; das letzte der Folge Z,,, H,,.,..., das nicht identisch 
in z, verschwindet, also fiir geeignetes x, sicher von Null verschieden ist, 


so daB wir (32) fiir k—1 durch £,,,,, dividieren diirfen. Es gibt dann 
ein fiir |z| <q regulares Integral y,(z) der Differentialgleichung 


Ei, 
(34) L (%(2)) = Fi, ootae 3 s+1 Sorbo. oe ee + 


= Fy + Pazt+...+F, ,2'+2° (sgn—p). 
Nun ist (vgl. II, (55)) 


(35) L(G + 29(2)) = 4 (L(p (2) +2 L(y (2). 





Es geniigt also oF) + 29 (2) — F, ,v(z)=9,(2) einer Differential- 
gleichung der Form 


(36) L (9, (2) = Py, + Fyg2-+-.. + F,, 2!" 4 att? 
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und ist fiir 'z, <q regular. Durch Fortsetzung dieses Prozesses erhilt man 
allgemein fiir |z <q regulire Funktionen ¢,, die Differentialgleichungen 


(37) L(y, (z)=F,,+Fy2+...+F,,2%'*+2't! (1=0,1,2,...) 


geniigen. Fiir die Koeffizienten ¢, ; der Potenzreihen ¢, (z) ist fim V9, yl < ai 
jr 

man darf daher die mit p,; multiplizierten Gleichungen (26) addieren und 

umordnen, wenn die &, ein erlaubtes Lésungssystem der Gleichungen (26) 

fiir f(z) =0 sind. Es ergeben sich dann die Gleichungen 


(38) Pik, + Pig bg t--e + Fb, + b4141 = 9, 


so da8 es also héchstens ¢ linear unabhangige Lésungen des jetzt homogenen 
Gleichungssystems I" gibt, wos <n—p. Es gibt also héchstens n — p 
Integrale der Klasse g von (1a), und da es, wie wir gesehen haben, min- 
destens so viele gibt, gibt es genau nm — p Integrale. Der Rang der 
Koeffizientenmatrix von I" ist also p, die inhomogenen Gleichungen haben 
eine Lésung, wenn n>, und (1) hat fiir jedes f(x) der Klasse g ein 
Integral der Klasse g, (1a) n — p Integrale. 

Wir nehmen jetzt an, (33) besitze genau ¢ linear unabhingige, fiir 
|2| <q regulare Integrale, die wir so normiert denken, daB ihre Potenz- 
reihen in bezug auf z mit der r, — 1-ten, r, — 1-ten, ..., r,— 1-ten Potenz 
beginnen. Die r seien der GréBe nach geordnet, alle sind kleiner als p. 
Es gibt also ¢ Systeme ¢;, daB die Summen der mit diesen GréSen mul- 
tiplizierten linken Seiten von (26) identisch in den ¢ Null werden. Es 
ist also fiir f(z)=0 die r,-te Gleichung eine Folge der iibrigen, ebenso 
die r,-te usf. Zunichst kann also jetzt (1) fiir beliebiges f(z) der Klasse g 
kein Integral der Klasse g haben, womit der auf (1) beziigliche Teil des 
Satzes der Einleitung vollstindig bewiesen ist. Wir setzen jetzt f(x)=0, 
dann kann man in (26) die r,-te, r,-te, ..., rte Gleichung weglassen 
und I" besteht jetzt aus héchstens p —¢ linear unabhingigen homogenen 
Gleichungen fiir die n noch unbestimmten GréBen ¢. Es gibt also mindestens 
n — p-+t Integrale von (1a) der Klasse g, wobei wirn — p+#> 0 an- 
nehmen. Wir zeigen, daB es genau so viele gibt und gehen so vor, wie 
bei #=0. Wir streichen in (26) fiir f(z)= 6 die r1,-te, r,-te,..., rte 
Gleichung und bestimmen die GréBen gp, so, daB die Summe der iibrig- 
bleibenden linken Seiten 


G., €, + G,. é, + ee + a ee + Gy a-p+ttefu—ptete 


wird. Man erhalt namlich fir p—t+n—p+t+1 unbestimmte GroBen 

ein Gleichungssystem I, von n homogenen Gleichungen, die immer eine 

Lésung haben. 9,,,9,,,---,9,,» die iiberhaupt nicht vorkamen, setzen 
4* 
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wir Null. Die Funktion p(z), die diese p als Koeffizienten hat, geniigt, 
wenn k= 1 ist, der Differentialgleichung 


(39) L(y (z))= G, + eee + ltd ie + G,. -preea BPP; 
sie ist fiir |z| <q regular und geniigt der Bedingung («), daB ihre 
r,-te, r,-te, ..., rte Ableitung fiir z= 0 verschwindet. (33) hat kein 
solches Integral, so da8 eine GréBe G von Null verschieden sein muB. Gy sas 
sei das letzte der Folge, das nicht verschwindet. Es gibt also eine Funk- 
tion @,, die fiir 'z| <q regular ist und den Bedingungen («) sowie einer 
Differentialgleichung der Form 

(40) L(o(z))= Hy, + H,2+.-.+ Hy 2! 4-24 (sin—p+t) 
geniigt. Daraus leiten wir wie oben, indem wir nur die mit geeigneten 
Konstanten multiplizierten Integrale von (33), die fiir z' <q regular sind, 
so hinzusetzen, daB («) erfiillt bleibt, die Gleichungen 


(41) L(9,(2))= H,, + H,,2+..-+H,,2°-'+-2t+* (k= 0,1, 2,...) 
ab, die alle die Bedingungen («) erfiillende, fiir z <q regulire Integrale 
haben. Entsprechend (38) erhalt man 

(42) Ay E+ Aye $+ Aye, + Scenes = 0 (k= 0,1, 2, ...), 
woraus aber folgt, daB (1a) héchstens s linear unabhingige Integrale der 
Klasse g hat. Da es aber mindestens 7 -- p-+-t solche Integrale gibt, 
s<n—p-+t ist, ist s genau gleich n—p-:t und (la) hat genau 
n—p-+t Integrale der Klasse q. 


(Eingegangen am 19. 4. 21.) 


Zahlentheoretische Abschitzungen. 
Von 


J. G. van der Corput in Utrecht. 


Einleitung. 


In dieser Arbeit wird eine neue zahlentheoretische Abschitzungs- 
methode entwickelt. Sie stiitzt sich auf die aus der Eulerschen Summen- 
formel abgeleitete Ungleichung 


= groerin_ [teen gy| a 
«SeSe e 
wo «<f, F(u) im Intervalle «<u<f definiert, reell und differentiier- 
bar’), F’(w) monoton*) und |F’(u)| < } vorausgesetzt ist. Unter diesen 
Voraussetzungen kann also die in (1) vorkommende Summe approximativ 
durch das entsprechende Integral ersetzt werden. 

Als erste Anwendung wird eine Funktionalungleichung abgeleitet fiir 
die Funktion 


ne at (a* n*+4abn+2b*—}) 
2 am 
(2) g(a,b)=Va de 
= 337 





(1) 


wo a>0,b reell und «<f ist. Diese Ungleichung, welche bei hin- 
reichend groBem $—a fiir sehr groBes oder sehr kleines a ein sehr 
scharfes Resultat gibt, lautet 


: 17 ° - - 
(3) '9(a, b) — g(-, —b)|< ; (6 — «)Min(a!, 4) 4 6(at+a), 
wenn g die konjugiert komplexe Funktion von g bezeichnet. Mittels dieser 
Ungleichung ergibt sich eine neue Berechnung der GauSschen Summen 


q nt 
22i— 
e * (qganz, > 0). 


n=l 


1) In den Endpunkten eventuell nur einseitig. 
*) D.h. falls «<u, << ist, ist F’(u,) stets > oder stets < F’ (u,). 
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Ferner wird aus (1) eine obere Schranke abgeleitet fiir Ly etre! aad 
unter folgender Voraussetzung: a<n<p 





Es sei « — 5 und f — 3 ganz, a < f, f(w) im Intervall cc u<f 
reell, differentiierbar*), {(u) bestandig wachsend oder bestandig 
abnehmend. Es sei fiir «<u, <u, </ 





A. 
(4) Limi) stets >, bzw. stets < — 9, 
wo g eine von u, und u, unabhangige positive Konstante <1 


bezeichnet *). 
Aus dieser Voraussetzung wird abgeleitet 


(5) » oe < 








4 /£B)—f'(@)\ +1 
ve 


acn<s 
und aus der -ferneren Voraussetzung 0 < f’(a) < f’(p) 
P sxtfin| — 19 19 i) .- 
( ) le | ve f (@) 


Es sei hier ein fiir allemal bemerkt, da wir keinen groBen Wert 
darauf legen die in unseren Ungleichungen vorkommenden numerischen 
Faktoren zu verkleinern, daB es uns vielmehr in erster Linie auf die 
GréBenordnung in g ankommt, da die Abschaitzungen namentlich in den 
Fallen von Bedeutung sind, wo o klein ist. Nach (4) wiirde die triviale 
Abschatzung in (5) bzw. (6) 


(7) B—a sein, was gee baw. <P 
ist. 

Es ist klar, da8 man unter gewissen Bedingungen aus (5) und (6) 
eine obere Schranke ableiten kann fiir 





(8) 
acn<e 
wenn y(v) in eine Fouriersche Reihe 
(9) v(v) = Da, emma mit a= 0 


entwickelbar ist, indem man in (8) w(f(m)) in eine Fouriersche Reihe ent- 
wickelt und dann (5) bzw. (6) mit |m|f(w) statt f(w) anwendet auf 
jedes Glied dieser Entwicklung, worin | m|o < 1 ist. 





5) (4) ist z. B. erfiillt, wenn f” (w) vorhanden und bestindig >», bzw. be- 
standig <—o ist; denn dann ist 


f(y) — fF" (6, ) = (4 — 0.) 1" (E) > (4 — 4), ‘baw. S—e(t%—4,) (4 << F<). 
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Dies ist sehr einfach, wenn») |a,,|V|m| konvergiert; unter Voraus- 
setzung A finden wir z. B. mz 


Sm — [rtny] — 2) 458] < HO Lies 


a<a< 





(10) 





und wenn auBerdem 0 < f’(«) < f’(f) ist, 
(11) PAG fim) — (r(n)) — 3) — 458] <3 LO, 
wie man sofort iibersieht, sind die linken Seiten von (10) und (11) héchstens 
;(B—«), 80 daB nach (7) die triviale Abschétzung 1. 1E=fo)\ 
bzw. 1 £) ist. 

6 e 


Unter gewissen zusitzlichen Einschrankungen leiten wir aus Voraus- 
setzung A eine obere Schranke von (8) ab, wobei in (9) nicht die Kon- 


vergenz von s |a,,|V|m|, sondern nur von y’ Pel vorausgesetzt wird 


= vim 
(das Glied mit m=0 kommt wegen a,= 0 nicht in Betracht), z. B. 








nd _1)| \f'(6)—f'(@)| 
(12) |X (Xm)— (rm) - 9) |< 8 Oe + 
und unter der weiteren Voraussetzung 0 < f(a) < f’() 
* - a gf (8) ae 
(18) L > (rm) [t(n)] — 4) |< ee + 5% 
die triviale Abechitzung wiirde 5 (6 —.«), nach (7) also > - Fe) 
baw. 2. co) sein. 


2 
Wir nie eine Verallgemeinerung der Abschitzungen (12) und (13), 
indem wir eine reelle Funktion y(v) betrachten, welche folgender Voraus- 
setzung geniigt: 
Es habe die reelle Funktion y(v) die Periode 1; es sei y(v) 
absolut <1, im Intervall 0 <v<1 monoton und és sei 


1 
fy(v)do—0. 
Aus den Voraussetzungen A und B folgt namlich 
(14) Xvi) < 31 LA-F(e)! , 4 


a<n<p Ver ve’ 
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und wenn auBerdem 0 < f’(«) < f’(f) ist, 





| f(s) , 9 1 
F < 53 +=—=—;3 


in den trivialen Abschitzungen wiirde man rechts 6 — «, nach (7) also 
SLM=f\e) | und ce finden. Wenn man den Wert der gleichgiiltigen 


numerischen Faktoren auBer Betracht laBt, folgen (12) und (13) unmittelbar 
aus den letzten zwei Ungleichungen, f. lls darin z. B. y(v) = 2(v—[v] —} 
gesetzt wird. 

Die vier letzten Abschitzungen sind bekannt, aber (1), (3), (5), (6), 
(10) und (11) nicht; (12) und (13) sind dquivalent mit dem Hauptsatz 
meiner Dissertation*), der dort sowohl mittels der Voronoischen als 
mittels der Pfeifferschen Methode bewiesen ist; (14) und (15) sind aqui- 
valent mit dem Endergebnis meiner Arbeit iiber die Piltzsche Abschaitzungs- 
methode*). Die gegenwartige Methode gibt nicht nur alle bis jetzt mit 
jenen drei andern Methoden gefundenen Abschitzungen, sondern sie ist 
allgemeiner und bisweilen scharfer. Z.B. geben die Voronoische und die 
Pfeiffersche Methode in ihrer jetzigen Form keine Abschitzung fiir die in 
(5), (6), (10) und (11) erwaihnten Summen, und die Piltzsche Methode 
hat zwar diese Summen abgeschitzt, aber (abgesehen von den numeri- 
schen Faktoren) nur als Spezialfall von (14) und (15), also weniger scharf 
als die in dieser Note entwickelte Methode. Im Gegensatz zu jenen drei 
anderen ist unsere neue Methode nicht nur anwendbar, um die Anzahl der 
Gitterpunkte*) mit Gewicht 1 in gewissen ebenen Bereichen approximativ 
zu berechnen, sondern man kann mittels derselben auch die Anzahl der 
Gitterpunkte bei komplexen Gewichten abschiitzen, d.h. falls jeder Gitter- 
punkt mit Koordinaten u, v in Anschlag gebracht wird mit dem ,,Gewicht* 
e*=tGu+«*, wo 2 und mw beliebige feste reelle Zahlen sind. Bis jetzt war 





*) J. G. van der Corput, Over roosterpunten in het platte vlak (De beteekenis van 
de methoden van Voronoi en Pfeiffer), 128 S. (Noordhoff, Groningen), 1919. Der 
Beweis des in dieser Dissertation abgeleiteten Hauptsatzes mittels der Voronoischen 
Methode ist auch verdffentlicht in meiner Abhandlung: Uber Gitterpunkte in der 
Ebene [Mathematische Annalen 81 (1920), S.1—20]. Einen vereinfachten Beweis, 
sowohl mittels der Pfeifferschen als auch mittels der Voronoischen Methode findet 
der Leser in der Arbeit: 

E. Landau und J. G. van der Corput, Uber Gitterpunkte in ebenen Bereichen 
{Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, mathematisch- 
physikalische Klasse, 1920, S. 185—171]. 

*) J.G. van der Corput, Zahlentheoretische Abschateungen mit der Piltzschen 
Methode [Mathematische Zeitschrift 10 (1921), S. 105-120). 

*) Gitterpunkte sind Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. 





Zahlentheoretische Abschitzungen. 57 


es nur in speziellen Fallen gelungen, Gitterpunktanzahlen bei komplexen Ge- 
wichten abzuschatzen; und zwar durch Herrn Landau’) mit einer komplex- 
analytischen Methode bei denjenigen n-dimensionalen Bereichen, fiir welche 
u. a. die dem Problem zugehérige Dirichletsche Reihe einer Funktional- 
gleichung vom Typus der Riemannschen bei der Zetafunktion geniigt. Die 
gegenwartige Methode setzt uns in den Stand, die Anzahl der Gitterpunkte 
mit komplexen Gewichten abzuschitzen (und zwar mit derselben GréBen- 
ordnung des Fehlers) in fast allen den ebenen Bereichen, bei denen jetzt 
schon die Anzahl] der Gitterpunkte mit Gewicht 1 approximativ bekannt 
ist; denn Satz 6 dieser Abhandlung ist die Verallgemeinerung des 
Hauptsatzes meiner Dissertation fiir komplexe Gewichte statt Gewicht 1, 
und auf dieselbe Art, wie ich in meiner Dissertation aus diesem Haupt- 
satze fast alle bis jetzt bekannten Abschitzungen fiir Gitterpunkte mit 
Gewicht 1 in ebenen Bereichen abgeleitet habe, kann man mit Satz 6 
die entsprechenden Ergebnisse fiir Gitterpunkte mit komplexen Gewichten 
finden. Da dies keine Schwierigkeiten bietet, betrachte ich nur ein ein- 
ziges Beispiel: Es seien A, u, f,h, p und gq reelle Zahlen mit den Eigen- 
schaften 4 und yw nicht ganz, f>0, h>0, h>fq—hp>—f. Ele- 
mentar ergibt sich dann, daB die das Produkt 


Set ttim ple 
fe—p he-@ 
m=1 m n=1 bad 


darstellende Dirichletsche Reihe konvergiert fiir R(s) > eet, aber 
mit Satz 6 wird die Konvergenz schon bewiesen, falls 
1+p+2q 1+2p+q 
R(s) > Max ( f+2h >  2f+h ) 
ist. Von diesem Satze war bis jetzt nur der Spezialfall f—1—h—1 


= p=q=0 von Herrn Landau*), der Spezialfall 4 und yw rational von 
mir®) bekannt. 


SchlieBlich méchte ich noch bemerken, da8 die iiberaus lehrreichen 
Besprechungen von Gitterpunktproblemen mit Herrn Professor E. Landau, 
zu denen ich wahrend meines Aufenthalts in Géttingen Gelegenheit hatte, 
mir bei der Abfassung dieser Abhandlung eine wesentliche Anregung waren. 














") Vgl. insbesondere E. Landau, Uber die Anzahl aer Gitterpunkte in gewissen 
Bereiciken (Zweite athandinng) [Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Géttingen, mathematisch-physikalische Klasse, 1915, S. 209 —243]. 


*) Vgl. § 5 der in Anm. ”) genannten Abhandlung. 
*) Dissertation (Vgl. FuBnote 4), S. 12 und 114—116 (§ 131). 
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Hauptteil. 


Satz 1. Falls «<f, F(u) im Intervall c<u<f reell und 
differentiierbar*), F’(u) monoton und | F’(u)| <3} ist, ist 


(16) | 5 etot7e _ferrmay| <3 


a<a<s a 


wo der Strich bedeutet, daB ein Glied mit n= «a bew. n= gegebenen 
Falls nach Belieben mitgezahlt wird oder nicht. 


Beweis. Wenn fiir m ganz, > 0 


ety <7 sin 2hau 
Xn (%) = x h 
A=1 


gesetzt wird, ist 


- tai faery (u) )au— 3} f risinzdaw et FP B'(u) du 








(17) 
F'(u)  gg2niiPoothu)  — F’(w) paeehete) 
2} f( (FF hs F)-1** } 
Wegen | F’(u)| <4 und der Monotonie von — _F'(s) ist nach dem zweiten 
F’(u)+h 


Mittelwertsatz der FOR (17) absolut genommen héchstens 


#23 (hy 2v8+ ny? v3)-23 aby y 


ne 











(18) A=1 A=1 
_ 42 y2 log 

Sql - 4) — Sine 

A=1 

Nach der Eulerschen Summenformel ist nun 

g 
yy tntrn - fern au bp i(— B) ett FA 
a<a< ~ 
(19) ase 


+ F(a) Guo s. anil x(uet"?™ Pu) du. 


Hierin ist 7(u) = 7(u) = Z(u) —u—([u]—}, wenn w nicht ganz ist; 
falls «~ ganz ist, ist y(u)—0, und 7(u) bzw. 7(u) hat den Wert 3 oder 
— }, je nachdem das eventuelle Glied mit n= £ bzw. n=a mitgezahlt 


~eeee 


Pg 
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wird oder nicht. Da bekanntlich*®) y(u) und z,(u) beschrankt sind, 
und falls uw nicht ganz ist, der Beziehung 


Lim z,,(u) = z(*) 
geniigen, ergibt sich aus (17) und (18), daB das letzte Glied in (19) 
absolut < sent < : ist, so daB (16) aus (19) folgt wegen | 7(— £)| <5 
und |%(«)| <3. 


Anwendung. Wir werden jetzt aus diesem Satz die Ungleichung (3) 
ableiten und dabei vorlaufig a <1 voraussetzen. 


Es sei zu diesem Zweck zunichst 4 ganz und es werde 


u, = Aa Seta, u, — Ante tt A F(u) = }(au+ 2b)*—hu 


gesetzt. Fir u,<u< wu, ist dann 
|F’(u)| =|a(au+ 2b) —h| <3, 


My 


(20) | S’eterrm _ [ eretPidgy| <2. 


i Sa Sue on 


also nach (16) 


Hierin ist, wenn jou+2b— | =Vo gesetat wird, 


1 


Ms _agMr sada ‘at 
(21) f ects ae 1, a ent a. 
v 
Es ist 4 
ta? axé 
zie dv ra nity dv 
22 att ae fe =. 
(22) } z Ye 


Ty 
Nach dem zweiten Mittelwertsatz ist hierin das SchluBglied absolut 
< Via*.2¥? < 24, so daB aus (20), (21) und (22) folgt 


M—4ebh_ 1) 
(23) as grecter 2 “l<j+2=7 
%, SaSu, 


10) Vgl. 2, B. E. Landau, Die Bedeutung der Pfeifferschen Methode far die ana- 
lytische Zahlentheorie [Sitzungeberichte der Akademie der Wissenschaften in Wien, 
mathematisch- Klasse 71, Abt, ITs (1912), S. 2195-2882), S. 2209 
(Hilfssatz 4) und S. 2207 (Hilfssatz 1). In diesen Hilfssitzen ist 


ounstah. Pm (%) = 1— 75, (u) 














60 J. G, van der Corput. 


Falls 0 < y < } vorausgesetzt und dann im Obigen eine der Zahlen u, 
und u, abgeandert wird, namlich u, zu a +” oder u, zu “ a 


bleibt (20) gelten, aber statt (21) bekommen wir 


1 


us ag Masada 4a ea 
(24) ferraua ge” © [ee 
Nun ist fir 0 v,< 9, 
es 
¢ xiedv! 
) fe ve 


kleiner als 3; denn wenn v,<} ist, ist (25) nach dem ersten Mittel- 

wertsatz <2Vv, <8, wenn } <», ist, ist (25) nach dem zweiten Mittel- 

wertsatz < = s s¥i < ; und wenn v, < ; <v, ist, zerfallt (25) in zwei 
be 

Teile, deren jeder < % ist. Statt (23) finden wir also jetzt, mit Riick- 

sicht auf (20) und (24), 


(26) > meee) S ke 
L ee <2 : a’ 
Weiterhin ist jetzt das Intervall “— bcu < + a die Summe der 


Intervalle *~ “1 <u< set ¢ 


wo h die Reibe der ganzen Zahlen 
>a(a+b) und < a(f-+ 5) durchlauft, eventuell vermehrt oder vermindert 
um ein oder zwei Intervalle der Gestalt —te—t sus aa tata oder 


2 
h—2ab+y h— ott 
Stl ses 





, wo 0<7r<5 ist. Falls auf die zuerst 


bzw. zuletzt ssditiaiis Teilintervalle (23) bzw. (26) angewendet wird, 
findet man 


W—4abh 1 
a ~<a } | 


|e ententnt_ i ye 7 | 


s— <n fh a (a+b) CAC a +d) 
<7 ((b—aa+1)+2(5+s) 
<7 (p—a)a+9+5 
< J (6—«)a+6(1 ++) 
wegen @<1, und hicenus exgibt sich, noch Multiplikation der beiden 
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Seiten mit Vae "*” * , mit Riicksicht auf die Definition (2) der Funk- 
tion g(a, b) 
i ! aft a 2 a 

(27) g(a,b)—9(4, —b)| < 4 (6 —«)a? + 6(at +74). 

Hiermit ist aber (3) bewiesen, falls a < 1, also auch falls a > 1 ist, da 
in obenstehender Ungleichung a durch , b durch — b und i durch —i 
ersetzt werden kann und die linke Seite dadurch nicht geandert wird. 

¢ ani 
Um nunmehr mit (3) die Gau8sche Summe S = Sk it (q ganz > 0) 


n=1 
cy <a at 
zu berechnen, setzen wir a = v= b=0, «c= Viz und = 8V2q, wo 


s eine beliebige positive ganze Zahl ist. Dann ist 


ae SP ee | oa 
(vio) V2 Sele ase VEs 
n=1 


wo Q den Wert 1+ 4, 1, 0 oder ¢ hat, je nachdem g=0, 1, 2 oder 
3 (mod 4) ist. Aus (3) folgt also 


| 4/3 le ave| - 12, wer ts ‘fq , A/2 
s\V28— VS ev2| <Vovagy(2) +6(Ve+V2), 
und da diese Ungleichung fiir jedes positive ganze s gelten muB, 
— ‘fq 17 5- S//2\* _ 17 
(28) '8—QVq|<VE-Zv2qv(2) =F. 


Elementar beweist man S = + QV aq; es ist also S = 0, wenn g= 2 (anod 4) 
ist. Falls g-=2 (mod4) und g>19 ist, ist nicht S=—QVq; denn 
dann wiirde die linke Seite von (28) 


2/'Q\Vq>2Vqr2Vvi9>¥ 
sein. Um zu zeigen, daB stets S = QV q ist, braucht man diese Beziehung 


also nur noch zu priifen in den Fallen, wo g == 2 (mod4) und g< 17 ist. 


Wenn man obige Betrachtungen nicht erst auf g(a,b), sondern 
unmittelbar auf die GauBsche Summe S anwendet, und etwas weniger 
verschwenderisch mit den numerischen Faktoren umgeht, findet man (28) 
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mit einer kleineren Konstante rechts, z. B. 5 statt 77, und dann braucht 
man die Beziehung S = QYVq nur noch zu priifen fiir g = 1,3, 4 und 5. 
Hilfssatz 1. Unter Voraussetzung A, wo jedoch a—} und f —} 


nicht ganz zu sein brauchen, ist, falls f’(u) stets >0 oder stets <0 ist, 


2B 
[J erasrondn| < E. 
a 


ve 
, ve 
Beweis. Ist die Weglinge f —«< = so ist die Behauptung 
*Ve 
trivial, da das Integral denn absolut < Wi 2.3. mu 
~ V#Ve 8YVe 
Anderenfalls schneiden wir von dem Ende, wo |/f’(u)| am kleinsten 
+ 
2 
ist, ein Stiick der Lange nee ab; dessen Beitrag zum Integral ist ab- 
*Ve 
4 
solut < - an Auf der verbleibenden Strecke ist f’(u) bestandig zu- 
y 
oder abnehmend, von festem Vorzeichen und nach (4) absolut 
2 Se 
=> v2 -o= ¥2 Vo. Nach dem zweiten Mittelwertsatz ist also, wegen 
<VaVe vs 
ntfes 1 det 7tfw 
fe de si)” Fle)” 
B _ - 
y2 2y2 2y2 11 
ttf dy ree ~ + —_——_- <—. 
Jeemael seve — ga" vava “ve 
x "We Ve 


Hilfssatz 2. Unter Voraussetzung A, wo jedoch «—} und B —} 
nicht ganz zu sein brauchen, ist 


B 
| erasrmau| re. 
7 4Ve 


Beweis. Da f’(u) bestandig zu- oder abnimmt, zerfallt der Weg in 
zwei Teilstrecken, auf deren jeder f’(u) stets >0 oder stets < 0 ist, 
und Hilfssatz 1 ist auf jede derselben anzuwenden. 


Satz 2. Unter Voraussetzung A iat 


if b)—f (e)|+1 
(29) etzifim)| — 4b 
Py | Ve 
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und wenn auferdem 0 < f’(a) < f’(B) iat, 


0 2xifin) ; BO me : 
(30) [de I< ‘Ve | fla) 


Beweis. Es sei h ganz, «<< y<6< A und im Intervall ySu<d 
entweder h—}<f’(u)<h oder h<f’(u)Sh+}. Nach Satz 1 und 
Hilfssatz 1 ist 


(31) Py ‘etairin| aa |” easirin)—hn)| 


7S*S? A <é 


< [fonm-mae| + +7<-= vat 


Es sei & ganz, «le<€<f und im Intervall ecu stets 
k—i<f'(u)Sk+%. Nach Satz 1 und Hilfssatz 2 ist 


(32) Le etairin| < ferrum- dul +2 +i< ett : 


Da Summe (29) zerlegbar ist, entweder in héchstens | f’(f) — f’(«)| 
Summen (32) und zwei Summen (31), oder in héchstens | f’(f) — f’(«)| +} 
Summen (32) und eine Summe (31) oder in héchstens | f’(8) — f’(a)|+1 
Summen (32), ist also 


9 ’ P 
(38) [zeta < (Fat 9) I) — rot) +4. 


Nun ist die erste Behauptung unseres Satzes trivial im Falle Yo > i, 
da die linke Seite nach (7) héchstens 6 — « < 1/(4)— OTE ist; wenn 


Vo<} ist, folgt die erste Behauptung unmittelbar aus der letzten Un- 
gleichung; denn dann ist 
M8) ng ’ f(A) f"(@)| +1 
ae g) (f(b) — f'(@)| +1) <4 
[Sen] < Gea f 
wegen 








wt alate) <yz- 


Da die zweite Behauptung trivial ist, wenn V9 > 3; ist, setzen wir 
weiter Vo < %, also 
1 /ll 1 
+7<7(7+4)= 


< Ve 


ae 


re 
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voraus. Wenn dann /’(f) > } ist, ist nach (33) 





[Zero < E38 +e ag Os es 


falls dagegen 0 < f’(a) < f’(f) <} ist, folgt aus Satz 1 und dem zweiten 
Mittelwertsatz wegen der Monotonie von /’(u) 


i ’ de® tf 
e2ztfim| — — r+. “lf 
Zs 2a f'(m) 


i 8 Cerf 
2f(a) 2 ve — fi(«)” 


9 1 1 = 
Sita 7 2V2 

















81 ., 
< (aa f («) + oS) 2 f 
Satz 3. Wenn —i cis}, — ws} ist, A und (9) erfiillt 


sind und py \a,,|V|m| konvergiert, ist 


" 





| Dy et s(nte 1) y(F(n)) | <5 fa) Se, |V]m] 
a<an<p Ve - 
(34) 7 [aml 
+3 + Pr vim)” 


unter der ferneren Voraussetzung |i + uf’ (a)| < f’(a) < f’(B) iat 


> et7tatn tin) y(t(n))| <4. ji cD Sie, \V|m| 


acn<cs 
4% A tel 1 
2 tS) Heel T Fa)—la+eF ol ae 


(35) 


1m | 


she 


Beweis. Nach (9) ist 


| > etstnrnto y(f(n))| < >| a,.|- | Dd) e838 (intim+ fim) 
a<can<cp acn<cs 





|m+u| <= 
e 


(36) | 
+ 3} |a,,.|-(B —«) 
|m+n| >= 


und hierin nach (7) 
> |4n|-(B —«) SS Ja, | - \f'(B)- =f)| 


1 1 
| m+ = {m+ = 
wl>> | wl>s 


(37) 4 


nae S \o,|\VimFn]. 


‘ \mn+00| > 2 
- 
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Auf die Summe a rechts in (36) wird der erste Teil des vorigen 
acne 
Satzes mit 4u-+(m-+- mu)f(w) statt f(u) angewendet; o ist dann durch 
|m+ ule und |f"(B)—f’(«)| durch |m-+ u|-|f"(B)—f"(e)| mu er- 
setzen. Hieraus folgt, mit Riicksicht auf (37), daB die linke Seite von 
(34) héchstens 


gif i= f'(@)| By \a,, \Vim +a] + Ps 
ve ve 1 
\m+u|<~ Im+n|S— 
+COLO SD \a.\Vimr al 
vo 
m+n >— 
if (8)-f'(@)| | ee 
§ + 7'°-= 
Te nl VI + 5 
ist, letzteres wegen der fiir m + 0 giiltigen Abschitzungen 
4Vim +a] <4V* Vim] <5 Vim) 


Were 





lA 


und 
4 < 4v2 4y2 _ 7 1 
Vimtal = vim ® vim 
Hiermit ist die erste Behauptung bewiesen. Um die zweite zu be- 
we<° wenden wir den zweiten Teil des vorigen Satzes an mit 


+ (Au+(m-+ yu) f(u)) statt f(u); wir benutzen dabei das Zeichen + 
oder —, je nachdem m positiv oder negativ ist. Dann wird /’() er- 
setzt durch [4+ (m+ «)f’(B)|<|4|/+|m+p|f'(f), und f’(«) durch 
\A+ (m+ “)f'(a@)| >|m|{f’(@) —|4+pef'( be so daB - mit Riick- 
sicht auf (36) und (37) wegen * * < 7 u y v2 <4 z 7 finden, dab 
die linke Seite von (35) héchstens den Wert es 

2. DS \a\vimtelte tt Sy _leel 


Intnl e menpci Viera 

















1 te a, | f’(B) We sat 
+ aja ef lw a lal = > |an\Vim+p] 








|\m+n| <= |m+u|>+ 
<9 cw 4% Jal yr vim] 
P Sieivinls Fi Ste 
1 cies 
+ Fe) ef ol = isl" 
Mathematische Annalen. 84. 5 
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Bemerkung. Man findet inj und (11), wenn man in den Behaup- 
tungen des vorstehenden Satzes 4 = « = 0 und a, = — (m = 0) setzt, 
und die Ungleichungen 


(38) a aK <1 tgetaet [Sci +o4toa +1228 
und 


1 1 1 du 1 1 1 x* 
Sa<itytet [Sait state <s 


anwendet. 


Satz 4. Wenn —3}<1<}, —}<u<} ist, (9) fast tiberall™) 


gilt und PD» ae konvergiert, ist unter Vorausseteung A fiir jedes t > 0 


~|~ 


+ 


(89) t |Z etetcnsnren | yt + y)dy| 
h : a<n<ps 
If’ (6)—f'(@)| : _t|f'(8)—-f'(@)| 1am 
5 Py \a,,|V|m| + P | 
(40) ve ~/ ve jatae V™ 


4 Sel 


wenn auferdem se italatnsdae )<f'(B) ist, ist der Ausdruck (39) 
héchstens gleich 


$40 Saiviat+ eh & tl 


(41) ve | : 
7 al | Ga | | Gm 
+3 = vei t+ For \Atuf(a)| 4 sls at” 





Beweis. Es ist 
1 


= + 
+} ¥ 
t{voty)dy—S oe" mit ba, fetmnray, 
i) -2 : 


t 
[bn] Slo, und |b, | <ja,|-t-5 < tien! 


ars 3 |m|’ 


so daB der Satz aus dem vorangehenden mit 6, statt a, folgt. 


4) ,,Fast iiberall“ soll heiSen: iiberall mit Ausnahme hichstens abzihlbar un- 
endlich vieler Punkte. Das Integral in (39) ist im Riemannschen, nétigenfalls im 
Lebesgueschen Sinne genommen. 
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Bemerkung. Falls in diesem Satze 4 = —0 gesetzt wird, und es 
eine positive Zahl y gibt mit der Eigenschaft 
y(v,)— v(v,) Sr(v, — 9,) 


fiir jedes Zahlenpaar v, und v,>,, dann ist |S’ y(f(m))| hochstens 
a<cn<s 


gleich dem Ausdruck (40), vermehrt um rhe Ls | baw. héchstens 
gleich dem Ausdruck (41) (mit 4= = 0), vermehrt um ue denn 


nach (7) ist ~— 
1 


ir fv (F(m) +) — v((n))) dy <#(6—«) f ryay 


acn<sg 0 
'f'(B)—f'(a) | 
< 7PM 
und as . 
p> f(wtr f(n)) — w(t(n) + y)) dy <4(8 —e) f rivias 
acn<s + 
“4 
y |f'(8)—f'(@)| 
Tee seem 
Hieraus folgt als Spezialfall (12) bzw. (13), wenn man 
v(v)=v—-[J-5, y= aes (m20), 
B 6S : 3 
t{=+>-;=- bzw. r ie 
5 Ve 9 Ve 
setzt, und 
1 7 1 8 
42 — < 2V#, —— < -—, 
(42) aim ase ym vt 


sowie (38) benutzt. 


Satz 5. Wenn —}<1<}, —} 54S} ist, sowie A und B gelten, 
ist der Ausdruck (39) fiir jedes t>0 kleiner als 
14 yt | f'(8)—f'(a@)|+15 
ve , 
und wenn auferdem |A+ uf'(a)| < f'(a) < f'(B) ist, ist der Ausdruck 
(39) kleiner ale 
ioe’ 
g2.¥Ef (A) 4 gg Jal 8. EEE 
vet ve | 8 ete) 


5* 
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Beweis. Bekanntlich ist unter der Voraussetzung B die Funktion y\ v) 
fast iiberall**) in eine Fouriersche Reihe (9) entwickelbar mit 


alm) * 


a, = fermatey(o)de und len Sapeye"2 2y2 = _y2 


Aus (40) mit Riicksicht auf (42) und (38) folgt also, daB der Ausdruck 
(39) héchstens 


5 Peal. vi ays 4% § IP @-Fo| 8.9» 1 


we V ve 7 we. m ym 


+2.t.¥.2 1 _MVEif ()—F(@)\ +15 


ve o m=1 myn ve 


ist, und wenn |i+ yu f'(«)| < f'(@) < f'(B) ist, finden wir aus (41) auf 
dieselbe Art, daB der Ausdruck (39) héchstens den Wert hat 





47 Los. +4100) 2» rs 2 or 
* : Liat ve Pr ae ve * Per 





ae meres 


f'(a)—|At+ef(«)| *§ = 


vif '(B) "(B) {4 1 
82. 35- 
ve Vo +7 f'(@)—\A+ mf (e)|” 


Erste Anwendung. Unter den Voraussetzungen A und B ist 


2) a, if’ B—f'(@)|, 
(43) y (f(m)) | < 31- me 
Le yin <8 ie te 


und wenn auferdem 0 < f'(a) < f'(B) ist, ist 











oo ff.? 1 
(44) y(f(n))| < 53. +--=— 
Le, | Vee * Fe) 


Beweis. Es bezeichne ¢ eine Zahl >1. Falls das betrachtete y(v) 
nicht abnimmt, wenden wir den vorigen Satz an 1) auf dieses y(v) mit 
A= =0 und als obere Grenze des Integrals 2) auf ¢(v) —+ statt 
y(v), wenn (wv) die Periode 1, im Intervall 0 < <; den Wert 1 und 
im Intervall |< <1 den Wert 0 hat. _ Falls aber das betrachtete w(v) 
nicht melee, nehmen wir — > statt > + als obere Grenze des many? 
und wenden Satz 5 an, cin wit dabei y(v) nicht durch g(v) — 
sondern durch o(— v) — | ersetzen. Wir werden beim Beweise ‘aioe 


t 
voraussetzen, da8 y(v) im Intervall 0 << v <1 nicht abnimmt. 
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Um fiir 0 <y<+ die Ungleichung 
(45) v(ve) Sv(ot+y)+2e(v+y) 
zu beweisen, geniigt es, das Intervall 0 < v + y <1 zu betrachten. Wenn 
0<v+y<> ist, gilt die Ungleichung wegen y(v)>—1, y(v+y)<1 
und g(v+y)=1; wenn +<v+y<l, also 0O<vSv+y<l1 ist, 


gilt (45) wegen y(v)< y(v+y) und p(v+y)=—0. Aus (45) ergibt 
sich, mit Riicksicht auf (7), 


ole 


7 


SvirmsteS fulrom+ydy+2eD fo(rim+y)ay 





aca<cp ac<achg acn<se 
(46) ; ; 
<t fvtrinr+ yay +2 D>’ [(pirimy+y) - +) dy 
acnceg acn<sg 
2\f'(8)—f'(«)| 
ae 


Die erste Behauptung des vorigen Satzes mit 4= u=—0, y(v)= dem 


gegenwirtigen y(v) bzw. y(v) = o(v) — * angewendet auf (46), gibt 


(47) SY y(r(n) < 3-H =e) +15 4 9 IP A)=F (oI 








ac<n<p ve te 
— 1-1)! (go Veo 2-\ 4 4. 
ve ot Tt) t We 


3 Oo 
Falls o> * ist, ist (43) trivial wegen (7) und V21*< 31, und wenn 


o-<Z ist, darf in (47) gesetat werden 


1 


5 3 
t= aloo 42 Vi Vo+ 2 = 4 V21* < 31, 


vo 
© 





| 


i 


und dann ist 


, ay If’ (B)—f'le)| , 4% 
y(f(n)) < 31- ym. dp 
LZ; Vo ve 


Diese Ungleichung gilt fiir jede Funktion y(v), welche der Be- 
dingung B geniigt, also auch fiir die Funktion — (v), womit (43) voll- 
staindig bewiesen ist. 

Die zweite Behauptung von Satz 5 mit 4=yn=0, y(v)=y(v) 

1 


bzw. y(v)=¢(v)— ? angewendet auf (46), gibt 
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savers) , 81), 
(48) ay (Fim) <8 ( ve . Pat 
— f') s eS 

Fa (8 Ve o+ Ha) t? Fay’ 


Falls 9 > a ist, ist (44) trivial wegen V48" <53, und wenn 0 < =i 





‘(@) 





@ 








ist, folgt (44) aus (48) mit ¢ = ———— wegen 
V4s*. Ve 
96 Vi Vo + 2- = 4.48" < 53 
Ve 


Zweite Anwendung. Wenn —}<1<3, —} Su} ist, ist unter 
den Voraussetzungen A und B 


(49) | Sretatanenromy(r(m))| < 93. M=F ie)! 185 





acn<p Vo ee 
und wenn auferdem |i + uf’ (a)| < f'(a) < f’(f) ést, 
f’ f (8) lal 14 
(50) taéintef a y(f(n))| < 159- 3 a 
BP, ntea y(n) < Vere Pelt wh 


Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir y(v) im 
Intervall 0 < v <1 nicht-abnehmend voraussetzen, da y(v) durch — y(v) 
ersetzt werden kann. Es bezeichne ¢ eine Zahl > 1, y(v) eine Funktion 
mit der Periode 1, welche im Intervall 0 <v <> den Wert 1, im Intervall 


i <o<i den Wert 0 hat. Um mu beweisen, daB fiir 0 <y<+ 
(51) ly(v+y)—yv(v)|Sv(v+y) —y(v)+49(0+4+ 9) 


ist, geniigt es, die Strecke 0 << v-+- y < 1 mu betrachten. Wenn 0<v+y<+ 
ist, gilt (51) wegen |y| <1 und y(v+y)—1, und wenn +<v+y<1, 


also O<vSvu+y<1 ist, gilt (51) wegen y(v)<Sy(v+y) und 
p(v-+y)=0. Es ist 
: 


e ett intel) w(t (n)) = t >’ etesancorin { y(f(n) +y)dy 
Nia a<can<s 


(52) | 





| 2 ‘> erasanrnri { (y (Fm) +y)— y(f(n)))dy 
a<an<f 0 


und das letzte Glied hat nach (51), mit Rijcksicht auf (7), héchstens den 
absoluten Wert 
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: 


v(f(m)+y)dy 


eee 


>» fivir+9)—v(remnlay st) 


acn<ceg 


— Svirm+4e Sf (e(rom+y)—})ay+ HO=o 
| a<n<e acn<pe e 


Aus (52) und (53) folgt, wenn auf die verschiedenen Glieder bzw. Satz 5, 
Satz 5 mit 4= ~4=0, die vorige Anwendung und schlieBlich Satz 5 mit 


1==0 und 9(v)—4+ statt y(v) angewendet wird, daB die linke Seite 
von (49) kleiner ist als 
aA Lilt + (an WER ESN 5 
e 


(58) 


Sat a 
































ve Ve 
4g MVEA) =P'(@) +15 +4 1L@=Fee)1 
ve te 
— 1f'(6)-f'(«)| 185 
Sa ae 31+ 84VtVo + ta) Ye 
ie | i 
und da die linke Seite von (50) kleiner ist als 
vef'(s) 41 , 8 1 vef'(s) , 81 
$2- 35-— + 3:5 . 98 TELE? 4. Sas 
( ._ oe it Fase) * e 7a) 
f’(B) vér'(@) , 81 f'(8) 
58: 6 [0p-SE 2 4. Zahn) + G: 
+( Ver Fa)* ( ve +97 q)t fe 
— fA) aL 4 
53 + 192 Vt Vo + ——}+ 35- a 
<a | * . nyt ve + jase Pel 
i's folgen aber unsere beiden Behauptungen; ~/ diese sind trivial, falls 
e2a5 = bzw. > ai ist, und sonst kann man ¢ = —————_ bzw. t = nil 
tate Vis" Ve 
aie also 


81+ 8vile +-—s1+8 1° < 98 
e 


baw. 58+ 192V8 Ve + 4 = 58-+8¥48" < 159. 
tVe 
Dritte Anwendung. Hs seien die Voraussetzungen A und B erfiillt. 
Wenn —3 51453, —} 54 Sj tet und A und p nicht beide verschwin- 
den, gibt es eine nur von A, u abhangige Konstante c, mit der Higenschaft 
|e 2xi(int+ufin—y vrem)| <¢, if’(B)—f'(@)| + %): 
acn<p Ve* ve 
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Wenn —h such, u+0, 0< f'(a)< f'(B) ist, gibt es eine nur von u 
abhdngige Konstante c, mit der Higenschaft 


onstante 
> 27ifim)— ¢ (fim) | — 


e 
acne 





fe), 1 
(5, Wot f “a))" 

Beweis. Beim Beweis bezeichnen c,, c, und c, geeignet gewahlte 
Konstanten, welche nur von 4 und «; ¢,, c, und c, geeignete Konstanten, 
welche nur von « abhangen. 

Es ist 
(35) |) etrtiinre 100)| / if" (ed C9) 

ance (C Vo? vo a) 


Denn falls « = 0 ist, ist 4+, also die linke Seite kleiner als eine nur 
von 4 abhingige -Konstante; falls dagegen « + () ist, darf (29) angewen- 
det werden mit 4u+muf(u) statt f(u), und dann wird o durch || 0, 
\f'(B)— f'(@)| durch |u|. | 7'( 6) — f'(e)! ersetzt, so daB die linke Seite 
von (55) in diesem Falle kleiner ist -'s 


Lf) Fe) +1 (Parte) +): 
Ve _ Ve ve 
Wenn dagegen « + 0, 0 < f’(a) < f’(f) ist, darf (30) mit |u| f(x) 
statt f(w) angewendet werden, und man findet dann auf dieselbe Art 
(56 | et 7tufin) | <c¢ f'(B) “f. a )< c f'(B) a ) 
tb ) la! (5 f'(«)) = 4 Vor TRS 


Nun ist 





Cs 





m 








1 
| ps ez tilintu fi (e—2aiyv (fim _ bf Bata dv) | 
| 
aca 


(57) an =| JS etrvanentinn SCE y*( f(n)) — f vr(o)ae) | 
—o A= 





h l 
(2) | DT et aitintnsiny (yd ( f(m)) — fw (v) dv)|, 


h=1 " a<ncp 


vorbehaltlich des sogleich zu erledigenden Beweises fiir die Konvergenz 
der letzten Reihe. Die Funktion 


1 
y*(v)— f y*(v)dv 
0 


lA 





erfiillt Voraussetzung B, wenn A ungerade ist, und sie ist die Summe 
von zwei Funktionen, welche der Voraussetzung B geniigen, wenn h gerade 
ist. Nach (49) ist daher 
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| de A ettme ata (wa F(n)) -J (ya(s)ae)| < (a + x) 


acace 
also die rechte Seite von (57) kleiner als 


an’ f'(6)— fa) | (22) _, (LMH=F@)| =): 
e ca| Vo? +4) Ge :. Ve te 


Nach (50) mit 2 = 0 ist ferner, 0 < f’(a) < f’(f) und w+ 0, |u| <3 
vorausgesetzt, 

















i 
yee Pp. etrtnse(y (rim — for(o)ae)| 
(39) acn<cp 
(22 _¢ (£4 1 
ss (Ga + Fa) 2 «(Fa * Fa) 
Wegen 


i 
|fer*rdv| <1 
0 
folgt die erste Behauptung aus (55), (57) und (58), die zweite aus (56), 
(57) mit i= 0 und (59). 


Hilfssatz 3. Hs set i reell, nicht ganz; es sei Voraussetzung A er- 
fulle**) und es werde fiir «cu< fp 


g() = shaea (M(u) + $1°(w)ootg x2) 
gesetzt. Dann ist 


| > et" #(n) — 9 (6) +9(«)| Ss ape 
acne 


Beweis. Beim Beweise bezeichnen 0,, 9,, O,, O, und O, geeignet 
gewahlte Zahlen > —1 und <1. Fiir jede ganze Zahl n > a und < £ ist 
e27tA(n+h 


g(9 +3) = “Sraesd (rm) + $1'(m) + 7 (F'(n +3) —F'(n)) 
+i (r'(m)+ ©, (7 (» +4) — £'(n)) cotg 22), 





g(n—3)= “yamat ("0")~ j f'(n) + 5 4 (P"(n) — (mn - 3)) 


+$(r(m) +  (P'(n) — £’(n— })) cotg 22) 


**) Ungleichung (4) braucht hier nicht erfiillt zu sein. 








74 J. G. van der Corput. 


also 
g (n+ 3) 9( wa *) 3 e***** (mn) 
a” atm § (e=# , te*™™ cotg 2A + e~** me ie7 7 cotg x2) 
f'(n+9)—f'(n-9) f'(n+p)—f'(n—» 
ae ele ee 





und wegen der Monotonie von f’(u) folgt hieraus die Behauptung durch 
Summation iiber alle ganzen Zahlen n >a und < f. 


Satz 6. Hs sei Voraussetzung A erfillt; es sei —4 AS}, —} 54S}, 
y —} ganz, und es werde fir «<< u< fp im Falle i+0 
ile ° 
g(u)= So Apte) — y+>f'(u)cotg xa) 


gesetzt. Es sei weiter im Intervall cup stets f(u)>y; es be- 
zeichne G den Bereich ax up, ySv<f(u), und es werde gesetzt 


A(@)= DD) etzidutne), 
G 


erstreckt iiber die Koordinatenpaare u und v der Gitterpunkte von G. 
Endlich sei 


T(@)= 4(@)—Jfdude falls i= n—=0, 
= A(@) —9(6)+9(«) falls 4+ 0, w=0, 
=4(G)— (pa) falls i= 0, w +0, 
= A(@) falls +0, un +0. 


Dann gibt es eine nur von A und mw abhdngige Konstante c, mit der 


_ : \f (6) —f (@)| 
I7(@)| <4 (CAFO + 2), 

und wenn auferdem i= 0, 0 < f'(«) < f'(B) ist, gibt es eine nur von u 

abhangige Konstante c,, mit der EHigenschaft 


' 1 
IT @<eo(G +75): 

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir y =} 
setzen; denn wenn @ um eine ganze Strecke w parallel zu der positiven 
v-Achse verschoben wird, wird 7(@) um e****” multipliziert, Aandert 
| 7°(@)| sich also nicht. Wir zerlegen den Beweis in vier verschiedene Teile: 
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1. Es sei A= w=0. Dann ist 


A(@) = S[f(n)] = -2 7 (em) —+) (7(a) —[f(n)] — $). 


acne 
Nach (12) bzw. (13) ist re letzte Glied absolut kleiner als 


5-12), 6 baw, 9fO 4 1 1 


Ve ve Ve f’ («)" 
Ferner ist nach der Eulerschen Summenformel 
s 
2) *) 2) J( () 2) bad } x(u)f (u)du 


f 

=fz(u) (f’(u) — f'(a)) du, 
wo 7(u)—u—([u]—} gesetzt ist, und der absolute Betrag des letzten 
Integrals ist wegen der Monotonie von f’(u) — f’(a) und wegen 


fx(u)du| <5 
nach dem zweiten Mittelwertsatz héchstens }|f’(8)— f’(«)|. Es ist also 
in diesem Falle 


If (8)—f'"(@)| 1 f’(é) 
7(a)| <6( = +3) bew. < 10/5 +7a) 


2. Es sei 4+ 0, »=0. Dann ist 
A(@) = Dd) etntint 7 [f(n)] = D>) etniin (F(m) Bis =) 


acn<fh aca<h 
— J) ett» (F(n) — [4(n)] — 9) 
acn<h 


Auf das letzte Glied ist (49) mit ~=—0, auf das vorletzte der vorige 
Hilfssatz mit f(w) — } statt f(«) anwendbar, so daB 


17 (@)| <LO=F (eo)! 4 9g \f)— Feo)! us 





2sin* x 
ist. Vee 
8. Es sei A= 0, » +0. Dann folgt die Behauptung aus 
rw) ee ; 
A(G)= etzine — *¢ (@—«) +2 etttu (fx (ftm) | 
=2,2 2 sin xu Taman, 2° 


da auf das SchluBglied die Ergebnisse der dritten Anwendung des vorigen 
Satzes mit uz(v) = u(v —[v] — }) statt w(v) anzuwenden ist. 





=I 
co 
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4. pa sei 4+ 0, «0. Dieselbe Beweisanordnung wie in 3, aber 
statt ~<—_—_ ot 6 —«) bekommen wir jetzt das Glied 


Saase 
sgnsr Serta 
quae e a ®, 
seear, fe 


1 
2| sin x/ sin zp | 


dessen absoluter Betrag < ist. 
Anwendung. Hs sei i, wu, p und gq reell, i und mu nicht ganz, 
f>0, h>0, h>fq-—hp>-—f. Dann konvergiert die das Produkt 
faiimn = ettten 
aoa 2a 


darstellende Dirichletache Rethe fiir 9(s) > Max (*=7P*4, 14P+2a) 








Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir —}<i<}, 
—}Sus} (also i+0, » +0), p=O und g>0 voraussetzen; denn 
der Satz andert sich nicht, wenn man 4 und yu um eine ganze Zahl ver- 
mehrt und 8, p,q bzw. durch s+ 8,, p+ f8, ¢ + hs, ersetzt, wo 8, eine 
beliebige reelle Zahl bezeichnet. Bekanntlich geniigt es zu beweisen 


(60) Dy = DB et ritur un uP yt —O(y) *), 
G G 


wo die Summe Ps ausgedehnt wird iiber die Koordinatenpaare u und v 
@ 
der Gitterpunkte des in Figur 1 gezeichneten Bereiches 
55%, +S», ulv® <a, 


1+2p+¢ 1+2p+¢ l+pt+it¢ l+p+2¢ 
und wo y den Wert z */+* , x */+* loga —a2/+*4 loga oder x /+?* 


, 1+2p+q ‘Sy, 1+p+2q. 
hat, je nachdem sk >, = oder < Fath ist. 


e 1 
Fiir hinreichend groBes z wird G durch die Geraden u = | a7 —3 








1 
und v= | 27+ — } zerlegt in die vier in Figur 1 gezeichneten Teilbereiche 
@’, a”, a", a”. Wegen 140, 1 +0, p>0, g>0 und 
(61) l+p+2q pt+q fth+fq—hp 


f+th ~ f+h ~~ (f+2h)(fth)> ” 


™) In diesem Beweis bezieht sich das Zeichen O auf x; die Abschitzungen sind 
zwar gleichmaBig in den Zahlen, welche beim Beweis eingefiihrt werden (y, r, t, », n), 
jedoch nicht in i, », p, g, f und h. 
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ist 

" [ 7, [7] _, pt+e@ 

(62) T= Lermonnt Serres =0(xf+t) — Oly). 

G” enthalt eine beschriankte Anzahl von Gitterpunkten und zwar mit 
1 

Koordinaten o (a7), so daB nach (61) auch 


~ 
~ 


(63) > =9y) 
= 
ist. Es geniigt jetzt die erste der zwei Abschitzungen 
(64) aS =Oy), Dd =O(y) 
e"" er 


zu beweisen; denn die zweite ergibt sich aus der ersten durch Vertauschung 


von u und v, 4 und uw, p und gq, f und h, und (60) folgt dann aus (62), 
(63) und (64). 


& 


ON 
hh 1a 


a" die, Re ~~ 


8B R 4B 2 g 


Fig. 1. Fig. 2. 









































Es sei also @”” der in Figur 2 2 gezeichnete Bereich BCDE, so daB die 
Abszisse von C den Wert [aft] 3 —}, die von B den Wert } hat. Wir be- 


1 


trachten auf BC die Punkte P, (l<1<#) mit Abszisse le- ‘gfth| — 2, 
wo ¢ die durch die Ungleichungen 

1 1 1 
(65) al t2h < 2 afth < 2 gftth 
eindeutig bestimmte ganze Zahl bezeichnet; fiir hinreichend groBes x ist 
¢>0 und die Lage der Punkte P, wie in Figur 2 angegeben. Es sei 
Q. (l1<t<t) mit Koordinaten u,, v, der Schnittpunkt der Kurve DE 
mit der Geraden, welche durch P, parallel zur v-Achse gezogen ist, und 
es mégen u,, v, die Koordinaten von D, sowie ug, vg die Koordinaten 
von B bezeichnen. Wegen 
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1 





“2—fs >-—1, u, < 2altts 
und 
gs Se—fets | 1 _1l+p+2q 
h h fr+2h f+2h 
ist 
1 -F] 
%-t 3 a %—4 e fe 
Ps = D> etxituy? Setatne v*? = Od watu ® 
(66) BP,Q,E «=i v=ept} uw=1 


a hp-fath i+ptte 
a o(2*u, a = o(z f+8h ) = O(y). 
Jedes der ¢ anderen Teilgebiete von BCDE (vgl. Figur 2) wird durch 
die Gerade v = [v,_,] — } zerlegt in ein eventuell verschwindendes Rechteck 
R, und ein Gebiet G, (R, verschwindet stets). Im Falle 2<1<t ist 


(67) S) = Detxtivy? > etter yt = O(u? v!) = O (ur *tyf*t), 
R &<e<e,_; ep<e<ie,_1) 
1 
Falls U, = 27-‘x/*** und U/V' =x (1<1<t) gesetzt wird, bilden 
die Zahlen U?** y,**# (1<t<#) eine geometrische Reihe, deren Summe 
su? **y,2*4 oder O(U?**V,**t + UP *tY,**#) ist, je nachdem die Glieder 
der geometrischen Reihe untereinander gleich sind oder nicht; im ersten 


. 1+2p+q l+p+2q 
Fall ist 37h = 742A 





, und es hat die Summe der Reihe wegen 


1+2p+¢ 


t = O(logz) den Wert o(« s/+h logs) = O(y) und im zweiten Falle ist 
die Summe 





24+3p+3¢ 1+2p+¢ 
o( 


zw 87+) 4 92th )—ovy), 





2+3p+38q.. 1+2p+q 1+p+2q ,. . 
t t 
(68) > attest. o Su?ttys+t O(y). 


t=1 t=1 


Um mu beweisen, daB die Behauptung wahr ist, geniigt es jetzt zu 
beweisen 


(69) > = 0(u2* oft) (i<r<2); 
G, 


denn (64) folgt dann aus (66), (67), (69) und (68). Um (69) ab- 
zuleiten, brauchen wir Satz 6. Die Strecken uw —}— ganz zerlegen den 
in Figur 3 gezeichneten Bereich G, in die- Teilgebiete H,, H,,..., H,. 
Auf den Bereich H,+ H,+...+H, (lS xg) ist Satz 6 mit 
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Le 
v=f(u)=a*u * anwendbar. Wegen f’(u) = — f.s darf hierbei in 


der ersten Behauptung von Satz 6 der Ausdruck |f’(f)— f’(«)| durch 
die gréBere Zahl f = ersetzt werden. Wenn 














Va ay: h) 1 

e~ feta (02%, 3 * 

gesetzt wird, ist ferner 
h 

f"(u) =A”). See, tole 
und es ist nach (65) “ 

p ee “| % 
U;,-1 > afta, Vi-1 < aftsa, - < 1 ’ Fig. 3. 

t-1 


so daB — end 7s tur, , also auch ¢ bei hinreichend groBem =z kleiner als 
1 ist. Noch ra eien Behauptung von Satz 6 wird also 


t 
uw 


A(H,+H,+...+H,)=0| = = O(utv!). 
t™1 
(=) 
Hieraus folgt, falls w, die Abszisse der Gitterpunkte in H, bezeichnet, 


2 ’ e*zidutn 4? 


~ Sut ai.) Sw?(AH, +H,+...+H,)—A(A,+H,+...+H,-1) 


v=1 





a-1 


=weA(H,+...+H +2 (w? —w?,,)4(H,+...+4,) 


ni 


= we. O(ut vt) + O(ul of) >’ (w? — w?,:) 


= w? (ut v!) = O(u?** oF). 

Mittels der in G, liegenden Strecken v — } = ganz leitet man hieraus 
auf ahnliche Art (nach Vertauschung von u und v) (69) ab, womit die An- 
wendung vollstindig bewiesen ist. 


(Eingegangen am 17. 12. 1920.) 








Cher Naherungswerte algebraischer Zahlen. 


Von 


Carl Siegel in Géttingen. 


In meiner Dissertation’) bewies ich als Spezialfall allgemeinerer Sitze: 
Fiir jede algebraische Zahl § vom Grade n> 2 hat die Ungleichung 
= a 
le ¢| cave (q> 0) 
nur endlich viele Lésungen in ganzen rationalen Zahlen p, q. 
In der vorliegenden Arbeit verallgemeinere ich meine friiheren Uber- 
legungen und gelange u. a. zu folgendem 


Satz. Es seien a, 2, ... die Naherungsbriiche bei der Entwicklung 
einer reellen algebraischen Zahl ¢ vom Grade n > 2 in einen regelmaBigen 
Kettenbruch. Dann gibt es unter diesen Naherungsbriichen eine unendliche 


Teilfolge Fen a, ..«, fiir welche die Ungleichung 


Im, Imes 


> (» =1,2,...) 


= 
e-= 
In, 


Im, 





mit «=e (logn ~ Taga) gilt. 

Im folgenden bedeutet 2 den Kérper der rationalen Zahlen. § sei eine 
ganze algebraische Zahl vom Grade n > 2; K, sei ein algebraischer Zahl- 
kérper des Grades n,, in bezug auf welchen die Zahl ¢ den Grad d > 2 
besitzt; der Kérper K,(¢)== K hat dann den Grad dn, >n. Ist « irgend- 
eine algebraische Zah!l und 


a,x" + a,2"-!+...+4,=0 (a, > 0) 
die in Q irreduzible Gleichung fiir «, deren Koeffizienten teilerfremde ganze 


*) Approximation algebraischer Zahlen (Géttingen 1920); (Mathematische Zeit- 
schrift 10 (1921)). Dort findet sich ausfiihrliche Angabe der Literatur. 
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Zahlen sind, so verstehe ich unter ,,Héhe von «“ die gréBte der m+ 1 
Zahlen |a,|,...|a@,,| und bezeichne sie mit H(«). Ist P ein Polynom 
mit algebraischen Koeffizienten, so bedeutet das Zeichen [P| das Maximum 
der absoluten Betrage dieser Koeffizienten und ihrer in bezug auf 2 Kon- 
jugierten. Dieses Zeichen benutze ich auch, wenn sich P auf eine Kon- 
stante reduziert. 

Von den Resultaten und Hilfssitzen meiner friiheren Arbeit wird nichts 
vorausgesetzt, sondern alles, soweit es gebraucht wird, neu entwickelt. 


§ 1. 


Hilfssatz 1. Es seien 7,,7,,...,7, und m,, m,,...,m, 2k natiir- 
liche Zahlen (k > 2); es sei r,; >7,>...2>7, und 


(1) I (™t!41)-a=o>0. 


r 
r=1 Ad 


Dann gibt es 
1. k Polynome F’(x,,..., 2,) (» =1,..., &) vom Grade*) m, in z,, 
m, +1, in a (A+y), mit ganzen Koeffizienten aus K, 


2. ein nicht identisch verschwindendes Polynom R(z,,...,2,) mit 
ganzen Koeffizienten aus K,, 


3. eine natiirliche Zahl c,, die nur von k, §, # abhangt*), 
mit folgenden Eigenschaften: 


I. Es gilt identisch in z,,... 2, 
k 


(2) > (a — §) °F" (x, ..., &) = B(a,, -.., %); 
v=1 
II. es ist, wenn max(r,,...,7,)=17, =f gesetzt wird, 


(3) [F°]<c’ fir »=1,...,k, [Rl<e’. 


Beweis. Es sei a eine natiirliche Zahl und N die Anzahl‘) der 
Polynome P(z,, ... x,) vom Grade m, +r, in x, (» =1,... &) mit ganzen 
Koeffizienten aus K,, die der Bedingung [P] Sa geniigen. In P(z,,..., 2,) 


k 
treten TT (m, +r, +1) Koeffizienten auf. Ist w,,..., @,, eine Basis von 


v=1 


K,, 80 ist «=—t,w,-+ ...+ ta, @,, als Koeffizient von P sicher zulassig, 


*) Grad bedeutet bei Polynomen nicht den ,genauen* Grad. 
*) Die gleiche Bedeutung haben weiterhin ¢,, ¢, 


*) Das ist natiirlich eine endliche Zahl. 
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wenn Isl Se (»=1,...,”,) ist. Solcher Zahlen « gibt es genau 
’ me *e . ° 

(2{£| +1) "> (£)% folglich ist 


& 
me IT (m,+r,+1) 
@) m2)" 
3 


Fir 4,=0,...,7,—1 (»=1,..., B) sei 


aayt + t4y P(2,,.. -» Be) 
A!... dg @ae?...aa2gh 


(5) 
dann ist 





= Pinay (yy 2-5) 


t 
= (mw, +1,) 


& 
| Pa,....a, (2s oot ai<I(";")« < Q°=1 a, 
v=1 v 








A k 
> (m,+r,) 
| Pa,...a, (Es - «+» €)| < 2° af] (ite+...+e*"); 
also, da nach (1) fir »=1,...,k = 





(6) m, +r, <m,+7,+1<1,(d+ 86) or(d+ #) 
ist, 
(7) | Pi... (€5-- +» €)] <ega =. 


Fir 4,,...4, sind genau r,r,...r, Kombinationen méglich. Ist ~ 
eine der r,...7, Zahlen Py ...4, (Es +++ &) (bei festem P(z,,...,2,)), und 
setzt man 

8. = 8” fiir die reellen Konjugierten von 6 (x =1,...,,), 

B. +i 8.1m, =” fiir die nicht reellen Konjugierten 
(x=n,+1,...,2,+,), 

so entsprechen jedem f genau n, + 2n,—dn, reelle Zahlen £,,..., 
also jedem P(z,,..., z,) 
(8) w=da,f, ...f, 
reelle Zahlen, d. h. ein Punkt eines w-dimensionalen Raumes. Dieser 
Punkt liegt wegen (7) in einem festen Wiirfel von der Kantenlange 2¢. 
Jede Kante zerlege ich in 3¢ gleiche Teile. Dadurch zerfallt der Wiirfel 
in (3#)” kongruente Teilwiirfel von der Kantenlinge 2. Ist nun 
(9) N > (3#)”, 


so sind zwei Polynomen P* und P** zwei Punkte zugewiesen, die in 
demselben Teilwiirfel liegen; und daher ist 


[a7 1 <2 )146)2 2 a1 
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fiir jedes 6= P; .1,(&,...,€). Sémtliche Konjugierten der ganzen Zahl 
p*—p*™* sind also absolut <1, also auch ihre Norm. Folglich ist 
p*—p™, dh. 
> » + 7 

Pj, ...i, (€5- ++) €) == Pi... ay (és ) (4 =9,. r, —1 fiir »=1,...,k). 

Die Bezeichnung (5) werde auch fiir 4,>r, beibehalten; dann ist 
identisch 

mtr, Eth 


P* (4, 2-24 By) = D+ Dy) Ph..ig (Es +> +» €) (By — GY» (% — 8% 


4=0 8 &=0 

und eine analoge Gleichung gilt fir P**. Ich setze nun 

(10) p*— p™ — R(z,,..., 2); 

(11) SLPS a (8, - +1 €) — Pare .ag (Gs «++» €)} (@, — €)*.-- (@ — €)* 
= (z, — &)" F (z,,..., 2) 

fir »=1,...,k, wobei in >” der Summationsbuchstabe i, die Werte 

r,,% +1,...,m+9f,, dagegen 4, (o +») fiir 0 <<» die Werte 0. 1,..., 


r, —1, fiir 9 >» die Werte 0,1,...,m,-+r, durchléuft. Dann it F” 
ein Polynom und (2) erfiillt. 
Es ist nun noch zu zeigen, daB auch (9) durch geeignete Wahl von 
a erfiillt werden kann. Wegen (4), (7), (8) reicht es hin, daB 
k 
IT (m,, + 7, +1) 
(2)"=1" +f, +1 > (Sefa)*er" 


gilt, d.h. mit Riicksicht auf (1) ist 


ie wh 
hinreichend. Dies leistet aber sicher ein 
(12) G = G. 


Nach (10) ist nun 


[R] < 2a < (8¢,)’; 
ferner ist fiir 4 =1,2,... 
(2 — 8)']<c?, 


also nach (11) mit Riicksicht auf Ungleichung (7), die offenbar fiir alle 
j .» 4, =} 0 gilt, 


Lod 





m, + Ty) 


bd  ( 
|P'(a,,...,%,)|<2]] (m, +1,4+1)efacr™? (»=1,..., 8), 


r=1 


ile 


6* 








84 C. Siegel. 
also nach (6) und (12) 
[Fr] < ef. 
Wird noch c, = max(3¢,,¢,) gesetzt, so ist alles bewiesen®). 
Fortan setze ich fir 0 < 0, <r, 


ey Hane td 





Or v te FOe mle) 
2 (yr) a 4 Tr ) yy a, 2 (#y>---1¥e) 
Be) Foes( stk: ») 274 ( } Oy! --.do! ...p! Oxf"... da2r... dake ; 


at. 


¢c “*@* B(a,,---» 2s) 


0,!..-0n! Oxf"... Oxfk 
wo F” und R die in Hilfssatz 1 bestimmten Polynome bedeuten. 
Hilfssatz 2. Es gilt identisch in z,,..., z, 





(14) Ro ...0, (Bar -+ +s 2) = 


k 
(15) > (% in gfe" Fe” (G: vey By) = Re og (Fis «+9 Xi 
v=1 
es ist fir y=1,...,k 
k 
(16) [FO oy (Bio2+ 0s Me) < TT (1+ | ze |) 2; 
a=1 
es ist 
t 
(17) | Bo ...0,(F1>-: os z,) | < ee ie + |x, |)"#*%. 
ual 


Dieselben Abschitzungen gelten fiir die Polynome mit konjugierten 
Koeffizienten. 
Beweis. (15) ergibt sich, wenn auf (2) die Operation 


21+. +0 
a k 





@,!..- on! Oxf... dxfe 


*) Die Bedeutung des Hilfssatzes 1 liegt in der Abschitzung (3). Der erste Teil 
(Formel (2)) ist fast trivial: Man betrachte irgendein Polynom R (z,,..., x) vom Grade 
m, +f, in 2 (vy=1,...,k) mit ganzen Koeffizienten aus K, und unterwerfe dieselben 
den Bedingungen 


[gh *~*e Bre... 
(18) i i 
Oz,*...dz,% 
Zugleich mit der links stehenden Zahl verschwinden die d in bezug auf K, konjugierten 
k 
Zahlen; und man erhilt fiir die IT (m,-+1r,+1) unbekannten Koeffizienten dr, ... r;, 
v=1 
homogene lineare Gleichungen. Wegen (1) haben diese eine von der trivialen ver- 
schiedene Lésung; und wegen (18) 1a8t sich dannder Taylorschen Entwicklung von 
R an der Stelle z,=é,...,2,=& die Form (2) geben. 





) =0 (i =0,...,r—1 fir r=1,...,k). 
=... =F 
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ausgeiibt und (13), (14) beachtet wird. Ferner ist nach (3) und (14) 


k k 
= (m, + 1,) 
Reel < ef] (5) <ef art” <ehy, 
v=1 v 

mth m +r, & 

A 4 

Re ...0, (B12 +++» By)| < Co Dy ++ Dy 18a" .-- whe | S fy IT (1+ | x, |) *%. 

4,=0 A,=0 a=1 


Endlich ist nach (3) fiir beliebiges 4, 
ger te tae te tee mie) — 
@:!.-+ det... eu! aft... datv...dxge 


sor(™2%)... (@)... (29) C4 je) TT + |x|)" *", 











wo in I7’ itber alle « +» zu multiplizieren ist; mit (13) iolgt dann 


{r) 
[Fe oy (Sys - ++ %)| 


m, 
< ei, J] (1+ ||) *"*5'(,,% ,) (ze + €4)'"(1+ |=, |)~~* 


k 
< 65,2" (1+ yg + 2] |) J] (1+ | a0) *% < of JT (1+ | 261)", 
a pol 
q. e. d. 


Hilfssatz 3. Es seien g,,...,9, p Polynome in k Variablen z,,..., x, 
mit Koeffizienten aus K,. Dann ist die Anzahl der in bezug auf K, 
linear unabhangigen*) unter ihnen gleich dem Range’) der Matrix M, 
deren Zeilen aus der Zeile 


(=e —.") 
Gay... daxgt Oxy"... dagk 





entstehen, indem »,,...», alle Lésungen von », +...+», <p in ganzen 
Zahlen > 0 durchlaufen. 


Beweis. Es seien z,,,, %,4,5,--. neue Unbestimmte; es bedeute J7 
die Operation 
6 é 0 
Tl = %, =~ aa Fe toe 


*) Lineare Unabhingigkeit in bezug auf den Kérper der Koeffizienten und 
lineare Unabhingigkeit in bezug auf den Kérper aller Zahlen besagen dasselbe. 

") Hierunter ist der gréBte Grad (= Reihenanzahl) der nicht identisch ver- 
schwindenden Unterdeterminanten von M resp. die Zahl 0 zu verstehen. 
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Dann ist die Anzahl der linear unabhangigen Polynome gleich dem Range 
der Ostrowskischen*) Determinante 


Q=|II"g,'*) («=0,...,.p—1; 4=1,..., p). 


In der Entwicklung einer nicht verschwindenden Unterdeterminante von 2 
(wenn es solche gibt) nach Potenzprodukten von z,, z,,... treten aber 
als Koeffizienten die Unterdeterminanten von M auf. Der Rang von M 
ist daher mindestens gleich der Anzahl p’ der linear unabhangigen Polynome. 


Ist nun p’< p, so seier x,,..., %p irgend p’ +1 verschiedene Zahlen 


uv 
der Reihe 1,...,p. Dann besteht eine Gleichung Ps CuGx, = 9 mit kon- 
n=0 . 
stanten Zahlen c,,...,¢,, die nicht sémtlich 0 sind. Folglich ist auch 


Mate thy 
re: * 


g 
> “s == (); 


yao 0 OR". Oat 
so da8 M vom Range < p’, also genau vom Range p’ ist. 


Hilfssatz 4. Es seien ¢,,...,¢, k& algebraische Zahlen der Grade 
h,,.--, hy; es sei max (h,,...,h,)—h. Es gibt zwei positive nur von 
&, 0, k abhiangige Zahlen c,,,c,, von folgender Eigenschaft: Ist 








(19) log H (¢,) sae (»=1,...,k) *), 
so existieren k —1 Zahlen {it 
(20) c<aqeald”  wet...8—)% 
derart, da8 = 
(“ae 20) +0 
eaf...de *-* J a= S1.-0-.8,= Sp 


ist. Eo ipso ist dann 0, < m, +-r,. 


%) A. Ostrowski, Uber ein Analogon der Wronskischen Determinante bei Funk- 
tionen mehrerer Verinderlicher, Math. Zeitschr. 4 (1919), S. 228—230. 


%) mm, I7*, ... bedeuten die Iterationen von //; I1°g ist g selbst. 
k 
") Fir r= bedeutet [J die Zah! 1. 


p=rtl 
7 


") Fir y= k—1 bedeutet IT se Zahl 1 
f=r+2 
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Beweis. Ich setze fiir das Polynom R des Hilfssatzes 1 
%t% 
R(x, ...5 %) = >) B! (x,, .. 5 Bp 4) aE, 


7=0 
Von den m, +1, -+1 Polynomen S.”’ seien ¢, +1 linear unabhangig, etwa 
Sn',..., 82’. RB ist nicht identisch 0; also 
k 
(21) 0Stsm,+r,. 


Nun gibt es ¢,+ 1 Polynome ¢!"!(z,) mit Koeffizienten aus K,, von 
denen keines identisch verschwindet, so daB 








% 
(22) AM! we B( 2,5. +5 %y) =D) St" (By, «+5 ten) h(x) 
i=0 
ist. Dann ist auch 
t +..-+a,_. ofl) 
aut---+%,_, B(a,,..., Be) we =o k 1S, Ca? UH (y ) 
Gy! yy OR... Cambs pe 4 ee es rE Ae Pi \*n!- 


Nach Hilfssatz 3 existieren ¢,-+1 Lésungen ai"’,..., a), (u =0,..., t) 
von «,-+...+ 1%, in ganzen Zahlen >0 derart, daB die Deter- 


minante “i “a 
i 
| a” a lattitiy git! 
, 
= a 


4's 





al) (uw =0,...,8; A=0,...,6,) 


(#) 
jar. af)! on" aa a Beet 


| @, 


nicht identisch 0 ist. Die Unterdeterminanten der Elemente in der ersten 
Spalte von 4" nenne ich 4!"(u—=0,..., ¢,); dann ist 





t (a) (1) 
_« +...¢4a" 
7 it) — k-1R (1) 1) 
> — = A (ge, ..., te-1) gh (z,). 
— iw) (u) af“) a 1 _ 
u=0 at... cg t0my* . 0a, S-' 


Das Polynom 4'"! ist vom Grade 
(¢,+1)(m,-+ ) S(m,+ 7+ 1)(m, + 1,) 
in z, (y=1,...,&—1); jeder seiner Koeffizienten ist ganz, liegt in K,, 
und geniigt wegen (3) der Ungleichung 
k-1 
A] < (+ If eta tne 
wegen (1), (6), (21) folgt daraus 


{(m, + 7, +1)... (meer t+ re-1 + 1)} "8; 


(23) AN < efg*{(m, + 7, +1)... (m,+ 1, + 1)} 


= efk{(d + 8) 1, ... 7} < cf, 
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Nun setze man 


y+) (my _ try.) 


4”) (gw, , 0005 %-1) = 2 gi! (a, ++» S—g)*Me—s- 


Von den (#,-+ 1)(my_1-+ re-1) +1 Polynomen Si! (a,,... 29-2) seien 
t,-1+1 linear unabhingig, etwa 5”, .. Sr , 

A"! ist nicht identisch 0; also gilt wegen (21) 
(24) 054 _,S(4,4+1)(m_, +1) S(m+74+1)(m,_,+7%-1)- 

Es existieren t,_,+1 Polynome g(x, _,) mit Koeffizienten aus K,, 
von denen keines identisch 0 ist, so da8 


"e-1 
(25) A (ayo By) =D BE (Hyon 2-2), (%-1) 


gilt. Nach Hilfssatz 3 gibt es t, _ +1 Léeungen f;"’,..., Bs (u=0,...,t,_4) 
von f,+...+ 6,.<#,_, im ganzen Zahlen > 0, so daB die Determinante 





| atte tte am 
dite oa tn) gue pu (u=0,...,h 43 4=0,...,4_,) 
B 1... A,Mi!on,* eee aad 


nicht identisch verschwindet. Sind 4)! (u—0,...,t,_,) die Unterdeter- 
minanten der Elemente in der ersten Spalte von 4™', so ist 
*k ~s gf” toot BAM) 





(2 2 il (21 (2) 
> 41 — ae) pie) =A (2, ,-++» Zee) Vo (z,_,)- 
u=0 Br... ps: aay ...da B-2 


k-2 
Das Polynom 4™ ist vom Grade 


(ty +1)(,+1)(m,+ 1,) S(m,_, + %-1+1)(m,+ 7,4 1)? (m,+ 1) 


in z, (vy =1,...,4—2). Seine Koeffizienten sind ganze Zahlen aus K,, 
fiir welche nach (23) und (24) die Ungleichung 


= ( Ty 
[4™| < (t,_, +1)rerteest? 9 he dite 
<{(h+ +1)" (m, + 7, +1)...(my_.+ 9 +1} 
rrir, 
<¢, a e=s {(t (t,+1)°-*(m, +r,+1) ..(m,+ r,+1)}‘e-1 <4," owe 
gilt. 
Dieses Eliminationsverfahren setze man nun fort, indem man ent- 
sprechende Determinanten A(x, »+++)%e-»), Polynome ie (a,-»+1), Zahlen 
te_y+1 fiir » = 3,...,&—1 einfiihrt. Zuletzt erhélt man eine Gleichung 


ayo 49-" (a, ae) te-1) (k—1] 
(26) Sat = Ae" "(%) Po (#4) 





~ out ” 
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mit of <¢, < (m+) Tim r,+1)* “8 wo 4*-" (z,) ein Polynom 
des Grades 
(# +1) (t+1)..-(6,+1)(m,+1,) 
2 k- 
S (my + ty 1)" (mgt ret 1" «(my tert 1)" (m, +15) 
in 2, allein bedeutet. Allie Polynome 4"~” (»=1,...%) haben ganze 
Koeffizienten aus K, und geniigen einer Ungleichung 
r i 2F-o~8 

(27) 0<|4"-"| <¢f="t! * 18) 


Ich driicke jetzt 4“~" mit Hilfe von (26) und der analogen vorher- 
gehenden Gleichungen sukzessive durch Ae-" 42-9 |. A”) 4 — R aus; 
dann ergibt sich eine Identitét der Form 





sett +e", Bee... 
(28) 5'0,(s,,.... 8) —_ peg 
“ axfi : Nar 1 


-1 
= ae "(x ) go" (%) po" (ay) -- - Po" (He) » 
wo die C, gewisse Polynome bedeuten und iiber alle Kombinationen 


of”, .... of mit 0< of” Stiitteet...+64, (v=—1,...,k—-1) m 
summieren ist. Wegen 


ra 
t <(m+ n)]] (m, + 1+ "ape 
vad 
ist dabei ” 
of” ; gf—A-1 . 2f—v-2 
<> {(om.+ ") DUT (omp+ rg +1) \ < Cy revi dlr; . 
A=r+l1 +1 s=r+2 


Nun bedeute 7, (z) = Le +...=0 (1, > 0) die irreduzible Gleichung 
h,-ten Grades fiir ¢, (vy =1,..., &), deren Koeffizienten teilerfremde ganze 
rationale Zahlen sind. Dann ist 


=. {?.("y) [-.1} => H(t), 


also, wenn max (1,[¢, |) = Z gesetzt wird, 
(29) H(t.) <4,(22)*. 


Die Koeffizienten von 4"~” sind ganze Zahlen aus K,. Das Produkt 
aller n, zu 4"~” konjugierten Polynome sei N(4"~*!) = D,(z,,..., 2); 
dann ist jeder Koeffizient von D, ganz rational und nach (27) absolut 





%) Fir »=k ist das wieder cum grano salis zu verstehen. 





90 C. Siegel. 


eer fi g2f-rnt 
< Cy farsi # (1a)... (1a, etree te teh mo 





* 


k ae ») 
| « 


(ms, d¢¢ 1)...@,+) 2 & va 
mer I 9e=1 winateadl _- , vt nr 
< Cig b=r+1 2 < Cyos=r+1 = M. 


Ware nun 4"~"(z,,..., 2) identisch 0 fiir z,=¢,, so ware das ganz- 
rationalzahlige Polynom D,(z,,...,z,) teilbar durch das primitive irredu- 
zible Polynom z,(z,) und der Quotient hatte nach dem GauBschen Satze 
wieder ganze rationale Koeffizienten. Jeder Koeffizient g+0 in dem 
Faktor der héchsten Potenz von zx, in D, ware also insbesondere durch I, 
teilbar, also wire L <\g!. 


D, hat den Grad 6, =n, (t41+1)...(t4,+1)(m,+91,) in z,. Aus 
D,\ %,,.-+5 r-15 +) = 0 folgte dann 


M M 
Z<6,— <4, 
S i= Ly” 


gf-r-l 


also wegen (29) 
k 
t)'s (26,M)*< Ppt A 12 , 


gegen (19) fiir hinreichend groBes c,,—c,,(¢,8,k). Demmnach ist 
A¥-"(z , .-+)%) (»=1,...,&) unter der Annahme (19) fiir z, =, nicht 
identisch 0. Wegen (22), (25) und der analogen Gleichungen fiir be- 
liebiges » ist also bei jedem » >1 eine der Zahlen y/*~"*" (¢,) (4 =0,..., t,) 
von © verschieden. Die Bezeichnung sei so gewahlt, daB g/*~”*" (¢,) 
diese Eigenschaft hat. Dann ist also die rechte Seite von (28) an der 
Stelle z,—(¢,,...,%,—¢, nicht 0. Mindestens ein Summand der linken 
Seite von (28) ist also dort ebenfalls +0; und folglich gibt es k —1 
ganze Zahlen 9! = 9 >0 (vy =1,...,&—1), die den Ungleichungen (20) 
geniigen, so daB 

itillitati R(z,, Ly )) 
( bal... dath—s 








.- - + 0 
ist, By=sa-- + Seely 
Fortan haben ¢,,...,¢,, 0,-+-»Qe-1 die Bedeutung des Hilfssatzes 4. 
Der Symmetrie halber setze ich noch 9,=(. Ferner sei wie friiher 
ar (2) =42"4+...=0 (l,> 0) 
die Gleichung fiir ¢,. 
Hilfssatz 5. Der Kérper K,(¢,,...,¢,) sei vom Grade h’, so da 
also 1S A'S nph,...h, ist. Bedeuten Ry”. (f,,.--¢,) die A’ au 
Ry, ...0, (Sas «++» Oy) komjugierten Zahlen (i =1,..., h’), 80 ist 


: i, mt 7 4) 7 
(30) [Tv PE (E55 seis) 21. 
r=1 4=1 
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Beweis. Nach Hilfssatz 4 ist die algebraische Zahl R,, ..., (°,,---,¢,)+0. 

Das Polynom R, ...o,(%,,---,%,) hat ganze Koclfisienten aus K, und ist 

in xz, vom Grade m,+-r, — 9, > 0. Entwickelt man [J Ryo (6,5 

ohne die Gleichungen fiir ¢,,...,¢, zu benutzen, Fg eine feste Kon- 

jugierte von ¢, héchstens in der i (™ rier o,)-ten Potenz auf. Nach 
dem Satze von Kronecker ist daher die Zahl 


. # (m,+1r,—@,) 4 
A os (4) = 
I] I] Ro ..0, (S49 -++9 Oe) 
r=1 4=1 


ganz, also a fortiori die linke Seite von (30); da diese aber andererseits 
rational und > 0 ist, so ist sie >1. 
Fortan mache ich die Voraussetzung 


coo bale 


k 
(31) 24%: (vant, ...,8—1), 


p=r+2? 
wo ¢,, die Konstante aus Hilfssatz 4 bedeutet, so daB also nach (20) 
r, > 0, ist. Ferner setze ich noch zur Abkiirzung 
A(¢,) = 4, (»=1,..., k). 


Hilfssatz 6. Es seien die Ungleichungen (19) und (31) erfiillt. 
Dann gibt es ein positives c,,—=¢,.(¢, #, &) derart, daB eine der k Zahien 


» # 
’ r.-o. —— ¢ +r,) 
BE, =cm" §— 61)? cm | ci (4 ==01,..., B) 
groBer als 1 ist. r= 


Beweis. Nach (15) und Hilfssatz 5 ist, wenn | a Se 
Roney (C15 +++ bq) gesetat wird, 





tk & 
> (m,+r,) | re. ° d . »- | 
IT. | 2 (e— | en ee en (EEE oC 








Wegen o, <r, darf ich auf die linke Seite die Ungeichenge ( (16) und a) 
anwenden; dann ist, wenn die Konjugierten zu ¢, mit () (u ms -s hy) 
bezeichnet werden, 


IT (m, +r) ef cM 0+ oa Haas ¢,\) 5am 
Sea, pont 


k 


im, +r,) Ty) 4 
9 / At Tosi” Pa 


v=1 
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Folglich **) ist 


& i’ & 
, 5 (Mtr, fy Oy 
om’ [J (8 H.)* * ” Dt. 8|" “> 1, 
+=1 v=1 
& - & a im, +1,) & sa 
> £:= cn’ ]] HY > l§-&l" ‘> k, 
a A=1 y=1 A=1 
q. ©. a. 
§ 2. 


Satz 1. Es sei & eine algebraische Zahi des .Grades n>2; es sei 
P ein algebraischer Zehikbeper, in bezug auf welchen § vom Grade d > 2 
ist; es sei «> minkVad. Man ordne die Lésungen (, ¢®,... der Un- 
gleichung — 
(33) €—-tis-—— 
nach wachsenden Héhen H(¢): 

H(¢™) = W® < H(t) = W® < oan ts 

Dann hat diese Ungleichung entweder nur endlich viele Lésungen oder 
es ist 
(34) 


en (¢ primitive Zahl aus P) 


_ log H&*” a 
*>o log H” 
Satz 2. Es sei & eine algebraische Zahl des Grades n > 2; es sei 
oe 
h eine natiirliche Zahl und «> minkh*"'Vn. Sind dann ¢®, ¢®,... 


kE=1,...." 


die nach wachsenden Héhen H”, H,... geordneten Lésungen von 





) Von den h, Zahlen ¢", ... ¢'») seien a absolut > 2, b absolut <2 (a+b=h,); 





ich nenne sie «,,...,@, 8,,...,8» (@ oder 6 kénnen auch 0 sein). Bedeutet « eine 
der Zahlen «,,..., a, 80 ist fir |z|=1 
l+je| - |al+1 2 
< =1+——~ <8; 
ls—«| >Tel-Is] |e|-1~ 


ferner ist bei Integration iiber den Einheitskreis 
(z—8,)...(2—Be) 
iat” " oH és= 


also fiir einen Punkt z, dieses Kreises |(z,—,)...(%,—fs)|2>1; wegen 1+|A|<3 
folgt ve 


32) Toe v=H ote pain s'Tf in~s |-8° 


n=l x=l 


cel a2 ideo, += see 3 


p=l , 
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(35) leé—ti< za (¢ vom Grade <h), 
so ist deren Anzahl entweder endlich oder es gilt (34). 
Beweis zu Satz 1 und 2. Es bedeute A zugleich den Grad von P. 
Es existiert eine natiirliche Zahl c,,—c,,(¢), so daB c,,é ganz ist. 
Wegen a < H(c,,¢)< ch, H(f) geniigt es offenbar, die Behauptung 
fiir die ganze Zahl c,,§ zu beweisen. Ich darf mich beim Beweise also 
auf ganze £ beschranken. 
Es sei «= kVd+0 bei Satz 1, resp. « — kh’ ¥n-+0 bei Satz 2, 
wo k eine Zahl der Reihe 1,...,d resp. 1,...,  bedeutet und § > 0 ist. 
Es geniigt, 6<1 anzunehmen. Es sei N eine ganze rationale Zahl 


k-1 
> &—; dann ist 
ya 4 2k -1(pa5 , 2k 
(36) «>kVd+H+5 resp a>h*"(kVd+7F) 48. 
Es sei r, = N und r,,1,,..-,7,-, monoton fallend > N, sonst fiir 


den Augenblick noch beliebig. Es sei m, die kleinste natiirliche Zahl, 
fiir welche die Ung.eichung 


~. a... 
(37) Ve+ 5 oetet <yi+% ae | 


gilt; hierbei bedeute d im Falle des Satzes 2 die Zahl n. Dann ist 
nach (37) 





k 
(Va-+ 5) a> [J ™48*! -a-02(Va+ y)-a>0, 
v=1 


r 


k 
+1 sb Sk 
Sa ckVd +, 

v=1 


also nach (36) 





k 
(38) Sa tase g cela 
v=1 
resp. z 
k- M+ +1 6 6 _— s 
) ee tate 


6 ' 
wo =~ = 6 gesetzt ist. 


Das ¢,, = ¢,,(&, #, &) des Hilfssatzes 6 kann, wie ein Blick auf die 
Beweise zeigt, offenbar beibehalten werden, wenn # durch eine gréBere 


a k 
Zahl <1 ersetzt wird. Wegen #> (Va + 7) —d kann daher c,, von 
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r, (vy =1,...%—1) umabhangig und nur von ¢,6,h, & abhingig gewahlt 
werden. 

(33) resp. (35) mége nun unendlich viele Lésungen besitzen. Es 
seien ¢,,...,¢, von den Graden h,,...,h, k& Lésungen derart, dab 


sa* 
(40) Ge <8, < 8,<...< G, 
ist, wo zur Abkiirzung H(¢,) = H, (vy =1,...,%) gesetzt ist. Ich setze nun 
log H, 
(41) ro [ry cea (»=1,...,4—1); 


dann sind also r, und m,.und folglich auch # festgelegt, also auch die 
Konstanten c,,, c,, des Hilfssatzes 4; und ferner ist 








log Hy _- rx 
log H, = r,° 
Jetzt nehme ich per absurdum an, die linke Seite von (34) 
him — sei eine endliche Zahl. Dann existiert ein M derart, da8 
fiir alle y >, die Ungleichung 
(42) log H+» 


log H” - 
k-1 


gilt. Bedeutet + die gréBere der beiden Zahlen c,,hr; und 
1l+¢, 2*-*?_ 


—s% *, 80 seien die Hohen H,,..., H, 80 gewahlt, daB sie auBer (40) 
noch den & Ungleichungen 





(43) log H, > (rM)"", 
(44) yy (eM) < SE <r (y= 1,...,8—8), 
(45) tT< log He <rtM 


log Hzx-1 = 
geniigen; das ist wegen (42) méglich. Aus (44) und (45) folgt dann fiir 
A=1,...,.8—2 
4#-4-1_, 


em S (eM et eM) <(emye 


> 


und dies ist auch richtig fir 4—k—1. Daher ist fir y—0,...,k —3 





7 nem. oe 928-1-7—4 
(46) Tea) < I) 


gk—r—8 gk-r—2_4) at-r—2_1 


= (tM) <(tM) ; 
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also wegen (44) fiir y=1,...,k—3 


gi-v-2 k gi-rr 


log H+ log Hz 1+¢, log He ° 
(47) “Beatt> H (gm) = 298 UD (nicgm) 
und nach (44) und (45) gilt diese Formel auch fir » = k—2, k—1, 
wenn im letzteren Fall J7 durch 1 ersetzt wird. Mit Hilfe von (41) 
ergibt sich demnach 


r+1 >it hae ae Te gers. 
A=v+?2 
also auch 
k 
(48) Cre Tv 43 IT 3°" *< b°r, <r, (y=1,...,8—1). 
f=r+?2 


Ferner liefert (46) fiir » = 0 


f-2 
‘iH, & I (ee) <t(1M)" (eM) < (eM), 
so daB nach (43) 
p-2 


k 
log H, log Ht 
log H, > ¢,,hr, ioe I(r ee) , 


also a fortiori 

(19) log H, > ¢,,hr en (» = 1,..., &) 
B=v+i 

gilt. z 


Es bedeute nun K, den Kérper P, oder (bei Satz 2) den Kérper 
der rationalen Zahlen 2. Die Voraussetzungen (19) und (31) des Hilfs- 
satzes 6 sind erfiillt, folglich ist in der Bezeichnung dieses Hilfssatzes fiir 
ein gewisses 4 der Reihe 1,..., & 

(49) log E, > 0; 
und hieraus wird ein Widerspruch folgen. 

Aus (20) und (48) erhalte ich fir »=1,...,k—1 
(50) T, — 0 >(1—6d"*)r,, 


und dies gilt wegen 9, = 0 auch fiir »—&. Ferner ist nach (47) 


log H, 3 
lon <° (»=1,...,4—1), 
also nach (41) 
log H, ae 1 
(51) Te >Trigh ~1> 3-1 > al. 
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Ich setze g=h oder =h, ... h, <h*, je nachdem Satz 1 oder 2 
vorliegt; dann ist nach 8) resp. (39), (40) fir 4=1,...,k 





] Mr + Tr 1 
it +o S% ee < @(1 — 4)9,(1 — 6) ; 


also nach (50) : 


(52) 9 log cn +9 5)” rhe < u(r, — eis oem. 
Da nun nach (41) und (51) fiir »=1,...,k—1 
i 
(1 — 8") log H, < (1 — 8%) BPE < ( — 9%) (141) EH < < rash 
L rlogH,- ‘logH,  __ log H, 
aa (4 +) * Sa} 4 1-8" 
i vr 
und fiir » = k ebenfalls 
(1 — 8°) log H, < (1 — 8°) (1+ =) ES < ES Siegll, < ae 
ist, so folgt aus (52) 


k 
My + ty 2 log Hi 
(53) 97 log ess +9 D5 (1 — 6°) log H, < a(r, — @) 4a 





ee 


Der Kérper P(¢,,...,¢,) resp. 2(¢,,...,¢,) ist nun vom Grade h’ < g; 
wegen 0 <4 < } ist 

(1—8*)(1+ 4) >(1—46")(1+ 6) —=14 4(1— 5— 8°) >1; 
ferner gilt (33) resp. ($5). Daher liefert (53) fiir 4—1,...,k 


a , 
h'r log ey + >) 4-(m, + 1») log H, <( (1, — @,) log re ’ 
v=1 
log BE, < 0, 
gegen (49). = 
Zusatz. Es ist leicht zu zeigen, dab 
lim bg Ht** 4 «—1 
*>o log H™ a 
ist, wo h*=1 bei Satz 1, —h bei Satz 2 zu setzen ist. Gilt namlich 
(33) resp. (35) fiir zwei Zahlen ¢,,¢, mit H, < H,, so folgt 
l 
4 aus ia = 
(54) |e, tal Se He’ 
andererseits ist, wenn |, ,1, die friihere Bedeutung haben, 


(55) (1,4) |W (¢,—0,)/ 21, 
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wo die Norm in dem aus ¢,,¢, zusammengesetzten Kérper genommen 
ist. Wegen (32) und (54) wird 


N(4—G)iS (get zy +) a+r Tas enti 


— B 7 gee" (HH) 
aa Vaa? > 





also nach (55) 


H, H, a 
a 9 62h =e>0, 
H,*" 
log H, es 1 log c 
log H,~ y* = * “Mog Hi,’ 
woraus die Behauptung folgt. 
§ 3. 
Hilfssatz 7. Es ist 
- 1 
kVd<e\l +5 
Rarely Vv ¢ (log d Plog d/* 


Beweis. Die Funktion zd? (x> 0) hat das Minimum elogd fir 
x == logd und wachst monoton fiir x > logd. Ich wihle fiir & die natiir- 
liche Zahi des Intervalls logd < x < logd + 1 


k = [logd] + 1; 
dann ist 
as 1 1 
wtis (logd + Fs bea. ) < diane. ay 


Aus Satz 1 und Hilfssatz 7 folgt unmittelbar 
Satz 3. Es sei & eine reelle algebraische Zahl vom Grade n> 2; 


es sel a =e (log n Figs) ‘%). Die Lésungen der Ungleichung 


/ 


¥ 


‘re 








IA 


(56) 


cia 


4) Daraus folgt «>2. Fiir «=2 gilt Satz 3 nicht; setzt man z. B. fiir qua- 
dratfreies D>%3 = VD und bedeutet «>1 die Grundeinheit von K (yD), so sind 





oP ... 
die ganzen rationalen Zahlen z, = «?"+«~*”, y, = : 7. (v=1,2,...) Lésungen 
z 4 <i loGY, 44 
von 0<——yD=— = und es ist lim =1. 
“ aad y (2+ wen” r>o logy, 


Mathematische Annalen. 84. 7 
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in ganzen rationalen Zahlen z,y (y>0) seien 2,,y, (y=1,2,...; 
¥, < y¥.<.-.). Dann ist die Anzahl dieser Lésungen entweder endlich 
oder es ist 

lim 1OBYy 41 


rao logy, 
Ferner ergibt sich 


Satz 4. Es sei U(z,y) ein homogenes in 2 irreduzibles Polynom 
n-ten Grades (n > 2) mit rationalen Koeffizienten. Es bedeute V-(z, y) 
irgendein Polynom von der Dimension 6 < n — mink Vn. Die Lésungen 

k=1,...." 


der Diophantischen Gleichung 
U(z,y)= Viz, y) 


in ganzen rationalen Zahlen x=2z,, y=y, (y= 1,2,...) seien nach 
wachsenden absoluten Betriagen der y geordnet: 





IwAlSivelS 
Dann ist deren Anzahl entweder endlich oder es ist 
—i 
pe 
r>e logly,! 


Es ist leicht einzusehen, daB die Lésungen : von (56) fiir y > 2 in der 
Entwicklung von é in einen Kettenbruch als Naherungswerte auftreten**). 








%%) Es seien @’ a zwei aufeinander folgende Niherungewerte, es sei 0<Q<y<Q’ 
und etwa - <f.. Dann folgt 
@ “@ 
I ous =< o die Ungleichung 3 > 5-3 2o525° 
I, aus F< F< Fr ie Ungechang <5 - <a Gn ggrnmee'sy, 
III. aus Z<é und y*-1<Q’ die Ungleichung | ¢—=| >= — a7 3) 
-(5-3)295;-gyzn(- — ae wegen y>2, «>8, 
IV. aus a<é und y*-!>@Q’ die Ungleichung Je-=|>=- Peace 
folglich iat = — = Dasselbe ergibt sich aus der Annahme £<5. 








Naherungswefte algebraischer Zahlen. 99 


Es gibt aber unendlich viele Naherungswerte in der Kettenbruchentwicklung, 
die keine Lésung von (56) liefern; es gilt namlich folgender 
Satz 5. Es seien a ats ... die Naherungswerte der Kettenbruch- 
1 2 
entwicklung einer reellen algebraischen Zahl § vom Grade n>2. Dann 
gibt es zu jeder natiirlichen Zahl m ein »y = »(m), so daB jede der Zahlen 


P 
nn fir 4=v+1,...,»-+m der Ungleichung 


(57) F- 3, - («—¢ (log + sign) 


geniigt. Es gibt also auch unendlich viele solcher »; insbesondere gilt 
also (57) fiir unendlich viele 4. 


Beweis. Bekanntlich ist fiir hinreichend groBes 4 

















P, 1 
le -~@ > Qn , 
also wegen 
| Qi) > MU QPiss 
(58) Qi+1 < Qi . 
Ware nun Satz 5 falsch, so gibe es ein m derart, daB unter irgend 2m 
P 
konsekutiven Naherungsbriichen oe zwei Lésungen a, =~ (@ <<) von 
A ao 
P, 1 
False 
vorhanden sind. Aus 0 < o— o< 2m folgte dann wegen (58) 
log Qo 
l< jog Qe <n*™ 


im Widerspruch zu Satz 4. 


Berlin, 31. Dezember 1920. 


(Eingegangen am 2. 1. 1921) 
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Arithmetische Eigenschaften der unendlichen Reihe 


il v(e—1) 
v=0 
(2. Abhandlung. ) 


Von 
Ljubomir Tschakaloff in Sofia. 


In einer friiheren, gleich betitelten Arbeit’) habe ich die Irrationa- 
litét der unendlichen Reihe 


v(y—1) 


(1) ®(x,a)= )' 2a . (ja\>1) 
r=0 


fiir beliebige von Null verschiedene rationale Werte von z bewiesen, unter 
der Voraussetzung, daB a - . eine rationale Zahl bedeutet, deren Zahler 
und Nenner den Bedingungen r +0, |8| > (|r + geniigen. Das Ziel 
der vorliegenden Arbeit ist es, durch geeignete Modifikation meiner Me- 
thode, einen viel allgemeineren Satz von der oben definierten Funktion 
®(x,a) zu beweisen, der gewissermaBen das Analogon des Hermiteschen 
Satzes iiber die Exponentialfunktion bildet. Bekanntlich hat Hermite in 
seiner beriihmten Arbeit ,,Sur la fonction exponentielle“*) einen Satz be- 
wiesen, dem man folgende Fassung geben kann: Bedeuten «,. «,, ..., &,, 
m voneinander verschiedene rationale Zahlen, so kann nicht eine Gleichung 
der Gestalt 
Cie" + Cies+...+ Cle = 

fiir rationale und nicht samtlich verschwindende Werte der Koeffizienten 
C, bestehen. Es entsteht nun naturgemaB die Frage, ob man auch fiir 
die Funktion ©(2z, a) einen ahnlichen Satz aufstellen und beweisen kann. 
Folgendes Beispiel zeigt, daB der entsprechende Satz fiir die Funktion 


*) Mathematische Annalen 80, 8. 62—74. 
*) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences de Paris 77. 
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®(x,a) (ohne weitere Einschrankungen iiber die rationalen Zahlen «, ) 
im allgemeinen nicht besteht. Durch einfache Umformungen erhilt man 
namlich 


= ret) = _&—Mr- 
P(azx,a) = »)(az)'a s =! +az S’ 24 : 
r=0 r=1 
=l+az@(z,a), ah., 
(IT) P(az,a)= 1+ ax P(2,a) 


und die wiederholte Anwendung der Forme] (II) gestattet auch ®( az, a) 
(hk = ganz und positiv) linear durch ®(2, a) auszudriicken. Man erhilt: 


hth+1) hth+1) h v(v+1) 


(IIl) @®la'z,a)=—a * a D(z,a)+a * zt 3’ 2-"a a 





y=1 
Sind also « und # zwei rationale Zahlen, deren Quotient eine ganze ( po- 
sitive oder negative) Potenz von a ist, so besteht stets eine Gleichung 


der Gestalt A D(a, a) +- BO(p, a)=C 


mit nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten A, B und C. 

Um das Hauptergebnis dieser Arbeit bequemer formulieren zu kénnen, 
fiihre ich folgende zwei Definitionen ein: 

1. Ein System von m rationalen und von Null verschiedenen Zahlen 
(44, %y,---, @,, heiBt reduziert (in bezug auf a), wenn der Quotient «, : «, 
irgend zweier Zahlen «, und «, (h+k) des Systems nicht eine ganze 
Potenz von a ist. 

2. Ein Ausdruck von der Form 


(IV) A, ®(a,,a)+ A, O(«,,@)+...+ A, O(u,,@)-+ Ao, 
wo A, und «, rational sind, hei®t reduziert (in bezug auf a), wenn das 
entsprechende Zahlensystem «,,«,,..., «,, reduziert ist. 


Gleichung (III) gestattet stets, einen nichtreduzierten Ausdruck von 
der Form (IV) in einen reduzierten zu transformieren. Unter Benutzung 
der Definitionen 1. und 2. laBt sich die in Frage stehende Eigenschaft 
von ®(z,a) folgendermaBen aussprechen: 

Satz I. Es sei m eine ganze positive Zahl und «,, &,,...,&,, em 
reduziertes System rationaler Zahlen. Es bedeute ferner a = . eine ra- 
tionale Zahl, deren Zahler und Nenner den Bedingungen 

r+0, |8|>|r|\™ (6, —3(2m+1+V1+ 4m*)) 
geniigen. Dann hat der reduzierte Ausdruck 
A, P(«,,a)+... +A, P(e, a) 


einen irrationalen Wert, wenn die rationalen Koeffizienten A, nicht sdmt- 
lich verschwinden. 
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Der (indirekte) Beweis dieses Satzes wird in den folgenden vier Para- 
graphen erbracht. Im letzten (fiinften) Paragraphen sind einige Folge- 
rungen aus Satz I abgeleitet. Dort beweise ich z.B. (um eine spezielle 
Folgerung hervorzuheben), daB die Jacobische Thetareihe 


¥(y—1) 
>= 


V(x, n) San 2 (m= ganz und n> 1) 


‘=-@ 





einen irrationalen Wert hat, wenn z rational und von den Nullstellen der 
Funktion (x, n) verschieden ist. 


§ 1. 
Um Wiederholungen zu vermeiden, verweise ich auf § 1 meiner oben 
zitierten Abhandlung, den ich als ersten Paragraphen dieser Arbeit ansehe; 


dabei behalte ich die Numerierung der dort auftretenden Formeln auch 
hier bei. 


§ 2. 
[ch definiere nun das Polynom f(x) folgendermaBen. Es seien 
&,,%,...,@,, m von Null verschiedene rationale Zahlen und / und « 


zwei ganze Zahlen, die den Ungleichungen 4—m>> 1 geniigen. 
Ich setze 


y,, (2) [] (2 -—a*-',) (A=1,2,..., ™) 
k=1 
und 
f(a) = x* y, (x) py (2%)... 9,,(%)- 
Der Grad von f(x) ist offenbar n—A-+ my. Fiir das Folgende ist es 
von Wichtigkeit, einige Eigenschaften der Polynome /, (0), f,(«,), F(0), 


F(«,) (als Polynome der unbestimmten GréBen a; «,, @,..-,@,, be- 
trachtet) abzuleiten. 


1. Es ist offenbar c, = 1 und ¢,=—c,_, =... = Cn-i4i = 0. 
2. Fir k=0,1,...,n—<A ist c, ein Polynom in a,4@,, «,,..., ¢,, 
mit ganzen Koeffizienten; in bezug auf «,,«,,...,«,, ist dieses Polynom 


homogen und vom Grade k. Um den gréSten und den kleinsten Expo- 
nenten von a in c, zu bestimmen, bezeichne ich mit g und r’ den Quo- 
tienten bzw. den Rest der Division von k durch m, so daB k= qm--r’ 


(O<r’'<m). Durch Vergleichung der Koeffizienten von x™"~* beider- 
seits der Identitat 


Py (%) Py (%).-- Py (Z) = CyB" + 6,2"! +... + Omy 


erhalt man leicht, wenn man den gréBten und den kleinsten Exponenten 
von @ in ¢, kurz mit Exp. ¢, bzw. exp. ¢, bezeichnet, 

















v(v—1) 
Arithmetische Eigenschaften von Szva 2? . 103 
~ ] , 
Exp. ¢, - m (qu — 2422) + (uy —g — 1) 
1 - 1 A f i , 
= —g_(am+r’)*+ (u—5)(qm +r) — = 7), 

-—] ’ L » *\2 1 , : ‘ —r’ 

exp. 6, = m EGY 4 oq — 1H (gm+r')*—S(qmtr’) + mer) 


Wird nun die periodische Funktion o 


Sa 


o, = *{"—*) tir 0<2<m, 


= (x) durch die Gleichungen 





2m 
Osim = 0, fiir jedes reelle x 


definiert, so lassen sich die Ausdriicke fiir Exp.c, und exp. c, einfacher 
folgendermaBen darstellen: 





S28 | 1 ae. 

Exp. ¢, = ~ a8 + (u— 5k —Q, exp. ¢= sk — gk + g,. 
Die Funktion 0, geniigt offenbar fiir jedes reelle x den Ungleichungen 
0 s e, < =" 

3. Nach Formel (6) des § 1 ist fir k =0,1,... 4 und A= 1,2,...,m 
k(k—1) 
fy(%)=a * {¢,(ata,)*~*+ ¢, (ata) +... +691 (a*e,)*"} 
(7) k(k—1) 
— > + FG -_ . 
=a a, 7p, (a*a,) p, (a*a,)...@,,(a*«,). 
Aus (7) folgt 


a) fir k= 0,1,...—1 ist f,(a,) = 0; 

b) fir k=pw,u+1,...A ist f,(a,) ein Polynom, in a, ¢,,«,,...,@,, 
mit ganzen Koeffizienten, homogen in bezug auf «, «,,...,@,, und vom 
Grade 4—k-+mu=n—k. Der groBte und der kleinste Exponent von a 
in f,(«,) sind in diesem Falle 

-1) . 
Exp. f, (0) =*"5~) + k(d — k) + whem, 
-_ ‘ a(u—1) 
exp. fy (0) = "45" 4 b(a — bk) + mete) 
und man bestatigt leicht, daB fir u<k</ 


min exp. f, («) = (m +1)" =" + u(a— 4m) 
und 


4. Es sei A< kin. Nach Formel (6) ist 
ka-1) 
fel) =a * {c,(ata,)*~*+ ¢, (ata,)* +... + en-2}. 
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Es ist also wieder f,(«,) ein Polynom in a,«,,...,«,, mit ganzen Koeffi- 
zienten, homogen in bezug auf «,,...,¢, und vom Grade n—k. Man 
findet in diesem Falle fiir exp. f,(«,) und Exp. f, («,) 


k(k—1) 1 2 Bs 
exp. f(a) = “A= + .* (mn — b)*— 5 (mn — &) + 0-2, 


Exp. f,(«,) =~“, + k(n — k). 


Ferner ist fir 4c kaon 
. A(i-l = 
min exp. f,(«,) = Sy lim 2 ted). 


und 
n(n—1) 

-. 
Vergleicht man diese Werte fiir minexp. /,(«,) und max Exp. f,(«,) 
(AS k<n) mit den entsprechenden Minimal- und Maximalwerte von 
exp. f,(«,) und Exp. /,(«,) fir «»<k<4 (S.P.3,b), so erkennt man 
leicht, daB 


max Exp. f, («,) = 


min exp. f, («,) > min exp. f,(«, ) 
i<k<an uke 
und 
og f,(«,) > max Exp. f, («,). 
iSkSn uses 


Zusammengenommen folgt aus 3. und 4., dap 


F(«,)= A («,) = Sh (a) 
& k=u 
(A) ein Polynom in a,«,,..., &,, mit ganzen Koeffizienten darstellt. 
Der kleinste und der grépte Exponent von a in F(«a,) sind 


gleich (m +1)*4=") 4 u(a—y) bew. ""=") In bezug auf 
die m GroBen «a,,...,«,, tet der Grad von F(a,) gleich dem- 
jenigen von f,,(a,), d.h. gleich n — wu 

ba-1) 

5. Nach Formel (6) des §1 ist f,(0)—a@ “ cy-,, woraus folgt, daB 
auch f,(0) ein Polynom in a,«,,...,«,, mit ganzen Koeffizienten dar- 
stellt. Es ist auBerdem 

a) £(0)=£,(0)=...= fi-1(0) = 0; 

b) fir 4<& <n ist der kleinste Exponent von a in f,(0) gleich 


k(k—1 1 1 
exp. f,(0) = =F) + gh (m — )*— 5 (m — b) + one Ox fy (M4). 
Man erhalt also fiir den Minimalwert von exp. f,(0) (vgl. Punkt 4) 
min exp. f, (0) = exp. f, (0) = 1c) + m He). 
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e) Fir 4 k< ni ist 


, k(k—1 1 2 1 
Exp. f, (0) = — =s2(6— ky) + (u — +) (n— k) — On-z 
und 
max Exp. f, (0) aie—". 
be-) 
d) Endlich ist das Polynom f,(0)=a * ¢,-, homogen in bezug 
auf «,,@s,...,@,, und vom Grade n — k. 
Aus 5. a), b), c), d) folgt, daB 
n un 
F(0) =>’ f,(0) = _374,(0) 
k=0 b= 
(B) ein Polynom in a, «,,...,&,, mit ganzen Koeffizienten ist. Der 
kleinste und der grofte Exponent von a in F(0) sind 
i(a—1) 


uw (u—1) n(n-—-1) 
» + m= _ ‘ bzw. —- —_— In bezug auf «,, &,...,¢,, 


ist F(0) vom Grade n —i. 
Es sei noch bemerkt, daS exp. F(0) > exp. F(a,), d.h. 


A(d—1) u(u—1) ay (e—l) , 
. ae me ie 


> (m -- gt e(A— pM). 

§ 3. 

Nach diesen vorlaufigen Untersuchungen iiber die Polynome f,(«,) 
und f,(0) gehe ich zum indirekten Beweise des in der Einleitung formu- 
lierten Satzes iiber. Ich nehme also an, es gabe ein reduziertes System 


von m rationalen und von Null verschiedenen Zahlen «,, «,,..., @,, derart, 
da8B der reduzierte Ausdruck 


A, ®(a,,a)+ A, ®(«,,a)+...+ A, O(a, a) 
(wo die rationalen Koeffizienten A, nicht saimtlich verschwinden) einen 
rationalen Wert hat: 
(8) A, ®(«,,a)+...+ A, O(«,,a)=—A. 
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf ich annehmen, daB die 
Koeffizienten A,,...,A,, A ganz und (mit etwaiger Ausnahme von A) 


von Null verschieden sind. Unter f(z) verstehe ich jetzt das am Anfang 
des vorigen Paragraphen definierte Polynom 


mm 
f(z) =2' [J [] (2 — a**4,), 
A=1 k=1 
wobei «,,«,,...,,, das reduzierte System bedeutet, fiir welches (nach 
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der oben gemachten Annahme) Gl. (8) besteht. Man setze nun in die 
Fundamentalformel (5') des §1 sukzessiv z= «,,«,...,«,,,0 ein und 
addiere die so entstandenen Gleichungen, nachdem sie der Reihe nach 
mit den ganzen Koeffizienten A,, A,,..., A,,, — A multipliziert werden. 
Auf diese Weise entsteht — mit Riicksicht auf (8) — die Gleichung 


0= A, F(«,)+ A, F(«,)+...+4,,F(«,,) —AF(0) 


+ A, (Cy, 6 + 6,On-1 208? +... +.6,0,) (ja, |, | ) 
k=1 

(6,, = 9, («,, ¢), 4= 0,1, ...,9; B= 1, 2,..., 0), 
welche durch Multiplikation mit a~¢ in 

a-°{A, F(a,)+...+A,F(«,,)—AF(0)} 
(9) ad 
= — a-? SA, (e9O,, 6 +... +. 6,0 5,),O(\m,!, | ) 
‘ k=1 

libergeht; hierbei bedeutet g die ganze Zahl 9 = (m+ 1)"*“—") + uw(a—p). 
Nach den SchluBfolgerungen (A) und (B) des vorigen Paragraphen ist die 


linke Seite von (9) ein Polynom in a, «,, ..., ¢,, mit ganzen Koeffizienten, 
dessen Grad in bezug auf a gleich a(e—) —go und in bezug auf die 


Gesamtheit der Zahlen «,, «,,...,«,, gleich n—y ist. Ich setze nun 


a= ‘ (s und r ganz und teilerfremd) und bezeichne mit N den General- 
nenner der rationalen Zahlen «,,«,,...,«,,. Dann folgt aus (9), wenn 
a(n—1) 
man beiderseits mit r * 
oe-9 _, 
. N*“a-°{A, F(a,)+...4+ A, F(«,) —AF(0)} 
(10) n(n—1) 


=—f * N*"g-e ) Ay (Cy Ong Ge +--+ + Cy Boy) P(e, |, a ) 
k=1 
in der die linke Seite eine ganze Zahl ist. 

Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist, zu zeigen, daB Gl. (10) 
zu einem Widerspruch fiihrt. Zu diesem Zweck bestimme ich zunichst 
eine obere Schranke fiir die rechte Seite von(10). Bedeutet a die gréBte 
der Zahlen |a,|, so findet man leicht (vgl. die entsprechende Abschatzung 
auf 8.70 meiner friiheren Arbeit) 


"\N*-" multipliziert, die Gleichung 


mea) 
[Oa +---+6,0,|<a"2™*\a; * 
Folglich mu8 der Betrag der rechten Seite von (10) kleiner als 


n(n—1) uw (a—1) 


R=!r} * “|N|*""ja'*Kma"a™"\a|* («, |a|) 
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sein, wobei K die gréBte der Zahlen |A, bedeutet. Es sei ferner f eine 
feste Zahl, gréBer als 1, und es bedeute 4 irgend eine ganze Zahl der 


Reihe [81] = dy, dg +1, +++, dg+m—I1. Offenbar ist lim= =f >1, so 
u>@e 


daB fiir geniigend groBe Werte von « die Ungleichungen 4— m> wu >1 
bestehen. Diese obere Schranke R kann beliebig klein gemacht werden, 
falls lim R=0, oder (was dasselbe bedeutet) falls limlog R = — ~. 


a->oe 


Das ist aber sicher der Fall, wenn lim a log R < 0, d.h. wenn 


(11) {5 (B+ m)*— 5m} log r|+(5—£)log\s| <0. 


Ist a eine ganze Zahl, so ist die letzte Ungleichung von selbst erfiillt, 
da in diesem Falle |r!=1, |a!=\s}>1 und f>1 ist. Ist dagegen 
r|>1, so kann man 





, r log | 
é: =)? | (1 — oeiel) 
log |r| 


setzen; dann ist (11) adquivalent mit 
(12) (p+ m)* — m + (1— 28)t <0, oder mit tr > ee 
Ich bestimme nun f derart, daB die rechte Seite von (12) méglichst 


klein ausfallt. Dieser giinstigste Wert von f ist 6 =}(1+V1+ 4m’), 
wobei die Ungleichung (12) in 


(13) r>$(2m+1+4Vi+ 4m) —o,, oder in |s > r!"= 
iibergeht. 

Bedeuten also s und r zwei von Null verschiedene ganze Zablen, die 
der Bedingung (13) geniigen, so hat der Ausdruck R den Limes Null, 
wenn die ganzen Zahlen 4 und mw derart nach + co streben, dab 
lim = — 114 Vit4m’). Dasselbe gilt auch von der rechten Seite 
der Gl. (10). 


§ 4. 
Um die Unméglichkeit der Gl. (10) zu beweisen, bleibt noch iibrig 
zu zeigen, daB unter denselben Voraussetzungen fiir die Zahl a = ‘ und 


fiir jeden geniigend groBen Wert der ganzen Zahl « mindestens ein ganzer 
Wert von 4 zwischen 4,=([f,] (inkl.) und 4,-+m—1 (inkl.) besteht 
derart, daS die linke Seite von (10) eine von Null verschiedene ganze Zahl 
darstellt. Ich betrachte zunichst die Summe 
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n(n— 1) 
= ili F(u,)+...+4,,P(«,,) — AF (0)} 
2 (n—1) 
(4) =" . WT" SAG fly) +o + Aa haul 
a (n—1) n n (n—1) 
tr * N**S {A f(a) +..-+ Af. (@)}—7 * N*“AP(0), 


k=A+1 


welche aus der linken Seite von (10) durch Multiplikation mit der ganzen 
Zahl s¢ hervorgeht. Das — Glied der Summe 


a (n—1) 


(15) . ye", fe (4) +--+» + Aun fe(“m)} 
k= 
s(a-1) 
ist die ganze Zahl r * N""{A,f,(u,)+...+A,f,(«,)}, die ihrer- 
seits eine Summe von m ganzen Zahlen der Gestalt 


n(n—1) 


, * W424) (h =1, 2,..., m) 
darstellt. Nach Formel (7) ist 


< - 
n(n—1) n(n—1) . Ee “Ds pup 


16) r * N*“A,f.(a,)=—r * N*"A,a . «i-*p,(a*a,)...P,(a*e,). 
Wird ferner Na, = 6, gesetzt, so ist 
,(a*a,) = (a*a, — «,)(a* «, — @,)...(a*a, — a*-*e,) 
“(n—%) 
=a * (ata, — «;)(a*-1«, — «,)...(a*-"+2 a, — «,) 
# (u—3) 
_ r-te«N-“s é (s*b, — r*b,) (e*-*b, — r*-"b,) ... (et "+" b, — rt-" +15.) 
#(u—1) 





=r-teN-"e * Me 
wenn man mit Mj? die ganze Zahl 
Mit = (std, — r*b,)(a*-1b, — r*-1b,)... (att b, — rt“ +18,) 


bezeichnet (h, i=1,2,...,m; k=w,u+1,...,4). Daa,,...,@,, ein 
reduziertes System bilden, so ist o,(a*«,) an folglich Mj; ay von Null 
verschieden. Es ist also 

on Aen —1) 
GY, (ata, )y, (a*a,)...9,,(a%a,)=r-tmeN-™ 5 * Mi Mi... Min 


und 
n(n—1) 


(17) r = N***A afy(4,) = res? N*- "A, b* MiP .. mM” 


Am? 
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wobei die Exponenten ¢ und d der Kiirze halber die positiven ganzen 
Zahlen 
_ a(n—1) k(k—1) 


, —k —k—1 
Bo EY ba — &) — mb = SOARED 


9 








und 
d= FOE) g(a — kb) + mee) 
bedeuten. 


Es bedeute ferner p eine in s aufgehende Primzahl (eine solche 
existiert, da |s| > 1 ist). Es sei auBerdem 


¢ der Exponent von p in e (¢>1); 
un ” a. 28 N (u > 0); 
%” af » po» b, (vy, 20); 
v der gréBte der Exponenten »,, v,,..., v,, (vSt,); 
w, der Exponent von p in A, (w, > 0). 


Um eine untere Schranke fiir den Exponenten von p in MS wm 
bestimmen, bemerke ich zunichst, daB M,‘? gleich dem Produkte von 
mw Faktoren von der Form 8%b, —1r%b, (g =k, k—1,...,4—u +1) ist. 
Da k= uu ist, so geht die Primzahl p in ‘ellen der ersten « — v*) dieser 
Faktoren genau v, mal auf. Der Exponent von p in Mj” ist also nicht 


kleiner als (u — v) v;, und daraus folgt, daB der lxpeuent von p in der 
ganzen Zahl (17) mindestens gleich 


(18) {FSS 4 (a) + mE (ep) wt wy, 


+(4—k)v,+(u—v)-6 (o=v,+%,+...+9 


a 
ist. Ist etwa v, die kleinste (oder eine der kleinsten) der Zahlen v,, so 


erhalt man leicht aus (18) folgende untere Schranke fiir den Exponenten 
von p in der ganzen Zahl (17): 


(18’) {GRY + (a - b) + me bet (k—m)u 
+(A—k)vo, + (u—v)o. 


Dies ist zugleich eine untere Schranke fiir den Exponenten von p in 
nin) 
r . N°" {Af (@,) ++.» + Anh (Gn)} > 
d. h. im allgemeinen Gliede der Summe (15). 
Es ist notwendig, auBerdem den Exponenten von p im Produkte 


(19) Mi Mi? ... M2 = M, 


%) Es wird » >v vorausgesetzt. 
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genau zu bestimmen. Das Produkt der ersten « —w Faktoren von 
My? = (#" b, — r" b,)(s"-1b, — r#-*b,) ... (8b, — rb,) 


ist genau durch p“~**% und nicht durch eine héhere Potenz von p teilbar. 
Bezeichnet ferner e,; den Exponenten der héchsten Potenz von p, die im 


Produkte (405, — r*b,)(e°-1b, — r°-1B,)... (eb, —rB,) 9) 


aufgeht, so ist der Exponent von p in Mj gleich (u — v)v,+ e,;; daraus 
folgt, da®B der Exponent von p in M, genau gleich (u —v)o+e, ist, 
wobei zur Abkiirzung 
o=v,+o,+...+0, und eg—e¢g,+e.+...+6,, 
gesetzt ist. 
Das erste Glied der Saumme (15) kann, unter Benutzung der Glei- 
chungen (17) und (19), auch folgendermaBen geschrieben werden: 


(20) rat {A, Mb, "+... + An Mabe "} 
(o? = Seen d= (m4 1) 4) 4 w(i— yn); 


die Zahlen M,, ..., M,, sind dabei von 4 unabhingig. Ich wahle nun die 


ganze Zahl 4 zwischen 4,—[fu] und 4,-++-m so, daB der Exponent 
von p in 





A, M,bi-" +...+ An Mada” 
méglichst klein wird. Dieser kleinste Exponent kann nicht gréBer als 
w = w, + (4y— w) 0, + (“4 —v)o+e,+6 
sein, unter 5 den Exponenten von p in der ganzen Zahl 





1 Po au 9 
b, b, eee bn ™m 
| PE eee ea ee = JJ @,-») 
ik=1 
ea B= 
Pa... 





verstanden. Ware namlich 
A, M,bi-* +... 4+ An Maybe" = 0 (mod p+") 


fiir 4=4,,4,+1,...,44+m—1, 80 folgt daraus (analog wie bei einem 
Gleichungssystem) die Kongruenz 


4- A, M,b*-* = 0 (mod p*'), 


welche unméglich ist, da die linke Seite genau durch p® und nicht durch 
eine héhere Potenz von p teilbar ist. 


*) Dieses Produkt ist durch 1 zu ersetzen, falls v = 0 ist. 

















é 
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Bei dieser Wahl von 4 ist der Exponent von p in der Zahl (20), 
d. h. im ersten Gliede der Summe (15), nicht gréBer als 
(21) f{(m41)**) + w(a—p)h t+ m+ (dm) 0, 
+(u—v)o+e+4+4, 
und dieser Exponent ist seinerseits kleiner als die Exponenten von p in 


allen iibrigen Gliedern der Summe (15), wenn nur die Zah] « groB genug 
vorausgesetzt wird. Dies folgt aus der Ungleichung 


sap ag ee mat + (Ay — p)v,+ (u—v)ote+4 


Pi ee (u—v)o 
oder 
k 
w, +e +8<(k—m){(i—**8*")¢4u—v,)4+(a-a)o, 
deren Richtigkeit fir k>m-+1 und fiir alle geniigend groBen Werte 
von yu leicht bestatigt werden kann. (Es ist zu beachten, daB ¢, wu, »,, 


w,, eé, und 6 von mw und / unabhingige, nicht negative Zahlen bedeuten.) 
Es la8t sich ebenso beweisen, daB die ganzen Zahlen 


nin—1) : 
¢ 3 N°" S){A, fe(@) ++» + An hy (Gm)} und 
n(n—1) 


r * N*“AF(0) 
den Primfaktor p in einer héheren Potenz enthalten als das erste Glied 
der Summe (15). Nach Punkt 4 des §2 und der SchluBfolgerung (B) 
desselben Paragraphen sind /,(«,) und F(0) (fir 4x kon) Polynome 
in @,a,,...,@,, mit ganzen Koeffizienten, die algebraisch durch a” teil- 
bar sind, wobei zur Abkiirzung Me) + eee _y gesetzt wird. 

#(n—1) 

Multipliziert man diese Polynome mit r * N”“, so geht offenbar jedes 
Glied in eine ganze Zahl iiber, die durch 8”, also auch durch p” teilbar ist. 
Fiir geniigend groBes » ist aber der Exponent yt = (en oa meee 
groBer als die ganze Zahl (21). 

Zusammenfassend folgt aus den letzten Betrachtungen: jedem geniigend 
groBen ganzen Wert von yu entspricht mindestens ein ganzer Wert von 4 
zwischen [fu] und [fu]-+ m derart, daB der Exponent von p im ersten 
Gliede der Summe (14) nicht gréBer als die Zahl (21) ist, wiahrend 
alle iibrigen Glieder dieser Summe durch eine Potenz von p teil- 
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bar sind, deren Exponent gréBer als die Zah! (21) ist. Hiernach hat 
diese Summe einen von Null verschiedenen ganzen Wert. Dasselbe gilt 
natiirlich auch von der linken Seite der Gleichung (10). Andererseits 
kann der Betrag der rechten Seite von (10), unter denselben Voraus- 
setzungen iiber «~ und i, beliebig klein gemacht werden, was zu einem 
Widerspruch fiihrt. Man kann also von vornherein die ganzen Zahlen u 
und 4 so wahlen, daB die Gleichung (10) unméglich ist. Daraus folgt 
aber die Unzulassigkeit der Annahme, daB der reduzierte Ausdruck 


A,®P(a,,a)+...+ A, P(«,, a) 
einen rationalen Wert hat, d.h. die Richtigkeit von Satz I. 


§ 5. 
In diesem Paragraphen werden gewisse arithmetische Eigenschaften 

der Jacobischen Thetareihe 

th rir-t) 
(23) Y (2x, a)=—»'2a : (ja: >1) 
abgeleitet, die sich fast unmittelbar als Folgerungen aus Satz I ergeben. 
Ich bemerke zunichst, daB die unendliche Reihe (23) sich als Summe 
zweier Reihen der Gestalt 


2. . 2 =i 
@(x,a)=> sa * 
r= 


darstellen 1a8t. In der Tat ist 


-=<x 


rir—1l ba v(r+1) 
Y(x,a)=O(2,a)+ Sx" i, =(x,a)+ S'a-"a 3 
r=—l1 r=1 
.¢ (w—1)(r-%) ' ¥ 
= D(z, a) és 2 (atz) "a . = @(x,a)+ — \-.,a) 

oder 

(24) W(x,a) = @(x, a) + o(-),a). 

E ax a°*zx 


Die letzte Formel gestattet, die in Frage stehenden Eigenschaften 
der Funktion Y(z,a) auf diejenigen von ®(2z,a@) zuriickzufiihren. Auf 
diese Weise ergibt sich z. B. der 


Satz Il. Hs sei a = : eine rationale Zahl, deren Zahler und Nenner 
den Bedingungen 


_ Styli 
r+-0, |si>ir| * 
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geniigen. Dann hat die transzendente Funktion 


y--1) 


+% r( 
V(x, a) =>) 2a . 


einen irrationalen Wert, wenn x rational und von den Nullstellen”) der 
Funktion (x,a) verachieden ist. 

Nach Satz I (angewandt auf m= 2) hat namlich der zweigliedrige 
Ausdruck : 1) 

P(x) + ae o(—) = Y (2x) *) 

fiir rationale (und von Null verschiedene) Werte von x einen irrationalen 
Wert, falls der Quotient ws ==a’x’* nicht eine ganze Potenz von a 
ist. Nun kann aber a*z? gleich einer ganzen Potenz von a sein, wenn 
x = ea*-' oder x = ea*-: ist, wobei «= +1 und k eine ganze Zahl be- 
deutet. Es bleiben demnach noch folgende drei Fille zu betrachten: 


1. z=a*-', Aus der (leicht verifizierbaren) Funktionalgleichung 


Y ( ~) = 0 (a) folgt, daB man sich in diesem Falle auf positive (ganze) 


x 
Werte von & beschrianken darf. Nach (24) ist, wenn man x = a*-' setzt, 


Y(at-') — O(a*-') 4+ a-* B(a-*-'). 
Aus Formel (III) der Einleitung ergibt sich ferner, wenn man h = 2k 
und x = a~*-' setzt, 
P(a*-!) = a~* b(a-*-') + rationale Zahi. 
Somit geht Gleichung (24) iiber in 
V(a*-!) = 2a-*@(a-*-') + rat. Zahl. 


Ware nun ¥(a*-') rational, so wire auch ®(a-*-') rational, was bei 
den gemachten Voraussetzungen iiber die Zahl a unméglich ist (vgl. den 
Hauptsatz meiner anfangs zitierten Arbeit). 

2. 2 =—a*-'. In diesem Falle ist ¥(— a*-')=0. 


3. 2=ea**. Da = stets als rational vorausgesetzt wird, so kommt 
dieser Fall in Betracht nur wenn a das Quadrat einer rationalen Zahl 


ist. Der Funktionalgleichung w (<) = + (2) zufolge kann man wieder 
k positiv voraussetzen. Aus 


P(ea*-+) — @(ea*-*) + ea * 1 @(ea*!) 
5) Bekanntlich hat #(a2,a) unendlich viele Nullstellen, die durch die Formel 
a=—a* (k=0, +1, +2, ...) gegeben sind. 
*) Ich schreibe kiirzer ®(x) und ¥ (x) statt @(x,a) und ¥(z,a). 
Mathematische Annalen. 84. 8- 
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k 


und aus Formel (III) (angewandt bei h = 2k+-1 und z= ea~*~*) er- 
halt man 
k-! k-! E-? -k a rt) Vr 
Pica" *)=2ca” "Olea *)+ea * Ae 2 *™™” 
r=1 
=2ea *-? @(ea*~?) — rat. Zabl. 


Ware also (ea*-?) rational, so ware nach der letzten Gleichung auch 
®(ea~*~*) rational, was bei den gemachten Voraussetzungen iiber die 
Zahl a unméglich ist. 

Damit ist Satz II vollstandig bewiesen. 

Satz I gestattet auch in gewissen Fallen durch endlich viele Schritte 
zu entscheiden, ob ein Ausdruck von der Form 


(25) A, ¥(«¢,) + A.V («¢,)— ...+A,, P(e.) 

fiir rationale Werte von «, und A, einen rationalen Wert hat oder nicht. 
Bedeutet z. B. a eine ganze Zahl, absolut gréBer als 1, so 1aBt sich der 
Ausdruck (25) mittels der Formeln (24) und (III) in einen reduzierten 
Ausdruck der Gestalt (IV) transformieren, auf welchen Satz I unmittelbar 
anwendbar ist. 


Sofia, den 1. April 1920. 


(Eingegangen am 16. 12. 1920.) 




















Cher das Fundamentallemma der Variationsrechnung. 


Von 


A. Razmadzé in Tiflis (Georgien). 


Der Zweck der vorliegenden Note ist eine Verallgemeinerung des 
Fur.damentallemmas der Variationsrechnung, welche sowohl die gewdhnliche 
Form dieses Lemmas als auch das Du Bois-Reymondsche Lemma als 
Spezialfalle enthalt. 

Satz. Es seien M(x). (x) zwei stetige wnd definierte Funktionen 
im Intervall (z,,2,). Wenn dann 


1 = S[M (2)y(2) + N(2)y'(2))de 


verschwindet fiir alle méglichen Formen der stetig differentiierbaren Funk- 
tion y(x), welche in x, und x, verschwinden, so existiert eine stetige 
Ableitung der Funktion N(x) im Innern des Intervalls (x,,x,) und es ist 


d 
dz 


N (x)= M(z). 

Man wiahle eine Funktion g(z) folgendermaBen: 

Es sei x,& ein Teilintervall von (z,,2,) und e« eine positive GréBe, 
die <* mt Die Funktion »(z) wichst bestindig von 0 bis ¢, wahrend z 
von x bis x +e wichst, und nimmt bestindig von « bis 0 ab, wenn z 
von §—e bis € wachst. Aber im Intervall (2+ ¢,&—e) bleibt sie 
konstant = e, und m(z)=- 0 in (2,,2) und in (é,2,). AuBerdem besitzt 
sie durchweg eine stetige Ableitung, auch fiir z= 2, r+, F—e, &. 

Diese Funktion ist genau von der Form y(z), welche in unserem Satze 
angegeben war, daher muB das Integral J gebildet fiir diese Funktion g (z) 
gleich (0 sein, d. h. 


SM @)o@ + N(z)p'(z)|dz +ef M(eaz + Jeo) + N(z)p'(z)|dz=0, 
8* 
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oder 


a+r ate < 


J N (2) 9'(2)d2 + J N(z)q' (2)dz taf M(a)de = — J M (2) (2)d2 — J M (z)p(2)d: 


Sei G@ das Maximum der Funktion | M(z)| im Intervall (z,,z,). Aus 
der vorhergehenden Gleichung folgt: 


| f N (2) q' (2)dz+ f N(z) g’ (z) dz+ ef M(2)de| < 2Ge*. 
z é-? +e 


Dividieren wir nun beide Seiten der Gleichung (1) durch e(¢ — z) 


und gehen wir zur Grenze e = 0 iiber, so folgt unter Anwendung des ersten 
Mittelwertsatzes 


g 
Mo) te) + sty | Meas = (), 
oder % 
. 
N(é)—N(z)_ _1_ | 
(2) Hey —Me) _ St [ (jae. 


Diese Gleichung soll fiir jedes Zahlenpaar x, , das zum Intervall (z, , x,) 
gehért, identisch erfiillt sein. 

Nehmen wir zx als konstant und lassen wir é sich der Grenze x nahern, 
dann geht die rechte Seite der Gleichung (2) zur Grenze M(z), also mu8 
auch die Grenze der linken Seite existieren, d. h. 

oM(@) _ M (2). 

Unser Satz enthalt das Fundamentallemma der Variationsrechnung 
einerseits (fiir N(2z)=0) und das Du Bois-Reymondsche Lemma anderer- 
seits (fiir M(x)=0) als spezielle Falle und zwar in der allgemein iiblichen 
Formulierung (vgl. Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung, 8. 25, 27). 

Ferner folgt mit Hilfe dieses Satzes unmittelbar und ohne Anwendung 
einer partiellen Integration, weder der Lagrangeschen noch der Du Bois- 
Reymondschen, aus dem Verschwinden der ersten Variation des Inte- 


grals { f(x,y,y’)dz die Eulersche Differentialgleichung. 
Tiflis, Universitat, 17. Oktober 1920. 


(Eingegangen am 15. 2. 1921.) 

















Zur Theorie der trigonometrischen Reihen. 
Von 
Ludwig Neder in Géttingen. 


Die drei Abschnitte der vorliegenden Arbeit) sind voneinander durch- 
aus unabhingig und jeder mit einer besonderen Einleitung versehen. 


Abschnitt I. 
Eine Erganzung zu Riemanns Theorie der trigonometrischen Reihen. 


Riemann gibt in seiner klassischen Theorie*) der trigonometrischen 
Reihen mit nach Null strebenden Koeffizienten eine notwendige und hin- 
reichende Bedingung fiir die Konvergenz in einem Punkte x und formuliert 
anschlieBend*) den daraus folgenden Satz, daB die letztere nur abhingt 
von den Werten der (scil. durch Riemannsche Summation zu bestimmenden ) 
Reihensumme f(z) in unmittelbarer Nahe dieses Wertes. 

Die entsprechenden Fragen fiir gleichmadfige Konvergenz in einem 
Intervall*) sind bisher vernachlissigt worden und sollen im folgenden er- 
ledigt werden. Diese Darstellung ist bereits fiir den speziellen Fall der 
Konvergenz in nur einem Punkte in verschiedener Hinsicht einfacher®) als 
die (in allzu engem Anschlu8 an Riemann) bisher gegebenen*). Sie folgt 
im iibrigen durchaus dem von Riemann gegebenen Vorbilde und ist nur 


soweit ausgefiihrt, als nennenswerte Abweichungen von demselben in Frage 
kommen. 


*) Dieselbe bildet einen Teil meiner Habilitationsschrift, die Ostern 1920 der 

Philos. Fakultét der Universitat Géttingen vorgelegen hat. 

*) Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe; 
Art. 9, Absatz III. 

%) A.a. O., Art. 10. 

*) Die Formulierung fiir andere Punktmengen erscheint hier nicht der Miihe wert. 

5) Vgl. weiter unten, besonders FuBnote 12. 

*) H. Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques, Paris 1906, 8S. 118—120. 
E. W. Hobson, The theory of functions of a real variable and the theory of Fourier’s 
series, Cambridge 1907, 8. 741, 742. 
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Weiter wird ein von Herrn M. Riesz ausgesprochener'*), recht all- 
gemeiner Konvergenzsatz fiir Potenzreihen auf dem Rande des Konvergenz- 
kreises ebenfalls auf gleichmaBige Konvergenz iibertragen, worin eine 
ebenfalls von Herrn M. Riesz gegebene Verallgemeinerung des bekannten 
Fatouschen Satzes enthalten ist. 


Hilfssatz 1. Es sei 0 < ¢ <2; die iiberall definierte Funktion 1(¢) 
besitze die Periode 22, eine stetige dritte Ableitung, und es sei 


A(t)=0 fir —eSt<e, 
also 


(1) A(te)=4' (+e) =A" (te) =" (+e) =0; 


die iiberall (oder ,,fast iiberall‘‘) definierte Funktion ,(t) besitze die 
Periode 22 und fiir «<t<22—e eine stetige dritte Ableitung. Dann 


gibt es eine Konstante y, so daB 
2a 
fan 


* ntdt| < 


” 
‘ 


; (ea j, 2,3, ..-. 
| n n 


v0 


Beweis. Es besitzt die iiberall definierte Funktion y(t) = A(t) s(t) 
die Periode 22 und, mit Riicksicht auf (1), eine stetige dritte Ableitung. 


Daher ergibt sich die Behauptung durch dreimalige partielle Integration 
unmittelbar. 


Hilfssatz 2. Es seien die Voraussetzungen des vorigen Hilfssatzes 





erfiillt; weiter sei |c,| = Va? + b:—-0, so da8 
(2) F(z) ed 2 a,, snes the sin nz : > lel ons (na — k,) 


eine iiberall stetige Funktion mit der Periode 22 ist. Wenn dann m 
ganzzahlig —+cc, so ist 
J, (2) = m? [P(x +t)2(t) et)" mtdt—+0, 


gleiciumaBig fiir alle x *). 





*) Fiir einfache Konvergenz in allem Wesentliche:. bei Riemann, a. a. O., Art. *, 
Lehrsatz 3. Aus der hier hinzutretenden UleichmaBigkeit flieBt dieselbe im folgenden 
Satze des Textes ohne weiteres. 

Es wiirde geniigen, i” (t) vorhanden und schwankungsbeschrinkt anzunehmen 


(Lebesque, a.a.O., 8.115, Absatz 2’), doch ist dies nebensichlich, da 4(t) in unserer 
Willkir steht. 
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Beweis. Wird k= oder }2 gesetzt, so ist nach Definition von 4(t) 
J,,(2) = m* f F(x -+-t)4(t) u(t) cos (mt — k)dt. 


Ferner konvergiert in 


F(z+t)=— S'1%! cosint—z,) (2, =k, —nz) 
n=1 


die Reihe gleichmaBig fiir alle ¢, so da’ 


2a 
—J,(2)=m?* Sel fiw s(t) cos(mt — k) cos(nt — x, )dt 
n=1 $ 


22 
= m? Sleek [a(t) (1) {cos ((m + n) ¢ — 2) + cos ((m —n)t—-axy)} dt. 
n=1 0 


Daher gilt nach Hilfssatz 1, wenn ¢, = 2y-|\c,| gesetzt wird (also «, (0), 
fiir alle m = 1, 2, 3,... und gleichmaBig fiir alle x die Ungleichung 


n 


l< : oe. aoe tik t. | | 
|Ju(#)| Sm* Dd! ; + konst. |c,, | 


wobei der Apostroph bedeutet, dass in der Summe das Glied n = m fehlt. 
Fiir die Summe gilt die Abschatzung 


[4m] zm 


m Sam Stet Sem DS 

n=1 [4m] +1 2mri 

m* ye, = ae 52 m?* “y ¢, 
——, —-+ €y —- =, zs U; 

<i ee im te 


und da auch konst.|c,,|—+0, ist die Behauptung bewiesen. 


Hauptsatz. Hs sei: a<b, 0<e< 42; 0(t) dreimal stetig diffe- 
rentiterbar fiir —2e<t<2e, 
o(t)=1 fir —e<tSe®) 
und 
(3) o(+ 2e) = 0’ (+ 2e) = 0" (+ 2e)=— 0" (+ 2e)=—0; 
weiter F (x) durch (2) definiert und Q,,(t) als wberall stetige Funktion 
festgelegt durch 





Qn (8) = fiir ¢ = 0 (mod z). 





*) Hierin weiche ich von den bisherigen Darstellungen ab. Der Grund ist aus 
FuBnote 12 ersichtlich. 
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Damit dann die trigonometrische Reihe 
(4) » (a, cos nz + b, sin nz) 
n=1 


mit Koeffizienten a,—-0, b6,-—-0 fir a<x<b gleichmapig*) konver- 
giert, ist notwendig und hinreichend, daB der Ausdruck 


fir a<2<b gleichmafig") gegen einen Grenzwert s(x) strebt*°). 
Beweis. Statt der m-ten Partialsumme 
+ 

& (a, cos nz + 6b, sin nx) 

n=l 
geniigt es wegen a, —-0, 6, —-0 offenbar, den Ausdruck 

8,, (2) = >) (a, 008 nx + b, sin nx) 
n=1 

zu betrachten, wo der Strich bedeutet, daB von dem letzten Glied nur 
die Halfte aufzunehmen ist"). Dann ist 


22 m 2a 
s(x) = + {Petey S ~ n* cos nt) dt = f; | F(2+#)Qu(t)dt. 
0 a=1 0 


Wird nun die Funktion g(t) fiir 2e << ¢< 22 — 2e gleich Null definiert 
und im iibrigen mit der Periode 22 fortgesetzt, so erfiillt 4(¢) = 1 — o(t) 
die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 ‘stetiger Anschlu8 der Ableitungen 
fiir ¢ == + 2e durch (3) gesichert), und es ist 
ae 2a-e 
” 1 ” 
&,, (2) = - | F(2 +t) o(t) Q,(t) dt + d, {Fle +t) A(t) Qn (4) dt. 

—"te e 
Von dem zweiten Teil 8, (x) zeigen wir leicht, daB er, sogar fiir alle z, 
gleichmaBig gegen Null strebt**). Es ist namlich P(t)=; 1 fiir 


an }t 





*) Dies Wort ist unndtig, falls a=b. 

”) Fiir einfache Konvergenz bei Riemann, a. a. 0., Art. 9, Absatz III. 

™) Auch fiir die Theorie der Fourierreihen empfehlenswert. 

**) Dieser Nachweis ist durch unsere Festsetzung, daB o(t) in einem ganzen 
Intervall um t=0, und nicht nur in diesem Punkte gleich 1 sein soll, gegeniiber dem 
Bisherigen sehr abgekiirzt. Insbesondere ist es nicht nétig, zur Diskussion von 3,, (x) 
verschiedenerlei Integrale zu betrachten wie Lebesgue, a. a. O., S. 118, 119 (vgl. die 
FuBnote 8. 119), oder Hobson, a. a.O., 8. 741 unten, 8. 742 oben. 

Dagegen ist es nebensichlich, daB8 wir iiber-o”” (1) nichts voraussetzen, da ja 
e(t) in unserer Willkiir steht. 
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¢<t<2a—e beliebig oft differentiierbar, infolgedessen daselbst 
Qin (t) = — m*¢ (t) sin mt + 2 mg’ (t) cos mt + yp” (t) sin mt, 


und jede der Funktionen — p(t), 2q’(t), p”(t) eine Funktion ~(¢) im 
Sinne des Hilfssatzes 1. Es wird also 


2x-—e 


$,,.(#) = J. 3) me [ F(2+1) (0) a(t) *, medt, 


und es strebt jedes der drei Integrale nach Hilfssatz 2 fiir alle x gleich- 
maBig nach Null; w. z. b. w. 


Hilfssatz 3. Ist a<b, 0<e<ja, 
F(z)=A+ Be fir a—2ecxb4+2e, 


und erfiillt o(¢) die Voraussetzungen des vorigen Satzes, so ist 


LF +#) 0(t) Qu(t) deo 


gleichmaBig”) fir a<2x<b"). 
Beweis. Klar. 


Riemanns Lokalisationssatz"'). Wenn zwei trigonometrische 
Reihen, deren Koeffizienten nach Null streben, fiir a —2e<x<b+ 2e 
(wo a<b, «>0 und ohne Beschrankung der Allgemeinheit < }2) durch 
Riemannsche Summation dieselbe Summe f(x) zugehért, und wenn fiir 
a<2x<b die eine der beiden Rethen gleichmafig*) konvergiert, so des- 
gleichen die andere *). 


Beweis. Es geniigt (nach dem fiir einfache Konvergenz bekannten 
Vorbilde) zu zeigen, daB die Differenz beider Reihen fiir a <2 <b gleich- 
maBig konvergiert. Nun ist diese Differenz eine trigonometrische Reihe 
mit Koeffizienten a,—+0, b6,—+0 und hat im Intervall (a — 2¢, b+ 2e) 
die Riemannsche Summe 0, d. h. es ist fiir die ihr kraft (2) zugehérende 
stetige Funktion F(z) 


F(z+2h)—2F(2)+F(z-2h) _ 9 
4h F 





8) Vgl. Riemann, a. a.O. zu Ende des Art. 9. 

*) Diese Bezeichnung entnehme ich der sehr lesenswerten Arbeit des Herrn 
A. Rajchmen, O Riemann’owskiej ,zasadzie umiejscowienia“ (Sur le principe de 
localisation de Riemann); C. R. Soc. Scientif. de Varsovie 9 (1918), 8. 115 bzw. 149. 
Riemanns Satz wird darin auf neue Art bewiesen und (fiir Cesdrosche statt Riemann- 
sche Summation) verallgemeinert. 

%) Fiir einfache Konvergenz bei Riemann, a.a.0O., Art. 10. Vgl. auch Lebesgue, 
a.a.S., 8. 120. 
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also F(z)=A-+ Be fir a—2ecxb+2e. Nach Hilfssatz 3 und 
dem Hauptsatz resultiert daraus die gleichmaBige Konvergenz der Differenz- 
reihe fir a<2<b; w.z. b. w. 

Hilfssatz 4. Wenn f(x) eine mod 22 periodische, iiber (0,22) 
Lebesgue-integrierbare Funktion und 


Fir(s) at =o 


ist, so gilt fiir die zur Fourierreihe von f(z) kraft (2) gehdrige periodische 
Funktion F(x) der Ausdruck 


(5) F(z) fauf ris) t)dt+Cx+D’. 


Beweis. Klar. 


Satz von Hobson"). Ist f(x) eine mod 2 2 periodische, iiber (0,22) 
Lebesque-integrierbare Funktion, so hdngt die gleichmafige Konvergenz 
der Fourierrethe von f(x) in dem abgeschlossenen Intervall (a, b) nur ab 
von den Werten der Funktion f(x) in einem Intervall (a — 2, 6 +-2e), 
wo e«>0, ohne Beschrankung der Allgemeinheit <}2 und im iibrigen 
beliebig ist. 


Beweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit nehmen wir 
22 
Sf r(t)dt = 0 an, so daB Formel (5) gilt. Setzen wir nun a+ b= 2c 
iu 


und zerlegen das in (5) auftretende iterierte Integral nach dem Schema 


z cw zu 


f£-fF+Ff+Ff 


ce ee 


so ergibt sich mit passenden Konstanten A, B 
F(z)=(A+Bzx)+Jfduf f(t)dt. 


Es besteht also der entscheidende Ausdruck des Hauptsatzes aus zwei 
Teilen; der erste von A -+ Bz stammende Teil strebt nach Hilfssatz 3 
in (a,6) gleichmaBig nach Null; der zweite, von dem Doppelintegral 
herriihrende Teil hiangt offensichtlich nur von den Werten der Funktion /(é) 
im Tetervell (a — 2e, 6+ 2e) ab; w.z. b. w.**) 


1) On the uniform convergence of Fourier’s series; Proc. Lond. Math. Soc. 
(2) 5 (1907), S. 275; vgl. S. 282. Der leichteren Zugiinglichkeit wegen zitiere ich auch: 
The theory of functions of a real variable ..., § 459, Abs. (2). 

1”) Im vorliegenden Zusammenhang sei noch bemerkt, da8 das hicrmit bewiesene 
Resultat erlaubt, einen anderen Satz des Herrn Hobson (Theory of functions . . ., 
§ 459, Abs. (8)) auf ahnliche Weise zu begriinden, wie es Herr Hardy (Theorems 
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Ein Satz iiber die gleichmaBige Konvergenz der Potenz- 
reihen auf dem Rande des Konvergenzkreises"). Es sei a,—, 
b,— 0, also 


(6) r(r,x) = 3" (a, cosnx +6, sinnaz)r” (O<r<l) 
a=l 

der Real- oder Imagindrteil einer im Einheitskreise konvergenten Potenz- 

rethe™),alb<a+ 22”), sowie0<e<j(a+2a—b)<in. Weiter 

konvergiere f(r, x) fiir a’ =-a—2e<2<b+22e=)' (woalso b’ <a’ +22) 

bei r—> 1 ausnahmslos gegen eine Lebesgue-integrierbare Randfunktion f (x) 

in solcher Weise, dap 


(7) Srirt\dt—fp(tidt, gleichmapig fiir a’ <x <V’. 





relating to the summability and convergence of slowly oscillating series; Proc. Lond. 
Math. Soc. (2) 8 (1910), S. 301; vgl. § 6. Absatz (ii)) fiir Dirichlets klassischen 
Konvergenzsatz aus der Theorie der Fourierreihen ausgefiihrt hat. Jener Hobsonsche 
Satz lautet: 

Wenn eine mod 22 periodische, iiber (0, 2:7) Lebesgue - integrierbare Fanktion 
f (x) fiir jedes der Ungleichung a<x<b geniigende x nach beiden Seiten stetig und 
in einem Intervall (a—2¢, 6+ 2+) schwankungsbeschrankt ist. so ist die Fourierreihe 
von f(x) fiir a<2x<b gleichmaBig*) konvergent. 

Beim Beweise diirfen wir zunichst b—a< 22 voraussetzen (sonst zerlege man 
(a, 6) in endlich viele Teile), sodann + so klein annehmen, daB b+22¢<a—2e+22 
ist, und endlich nach dem im Text bewiesenen Satze von Hobson f(z), unter Aufrecht- 
erhaltung der Periodizitat, in (04+ 2. a—2+¢+22) so zu einer Funktion /, (z) ab- 
aindern, daB f, (x) im ganzen Intervall (0.2.7) schwankungsbeschrankt ist. Bei der 
Funktion f, (x) ist nun die Fourierreihe in (a.6) nach Herrn Fejér gleichmaBig 
summierbar durch arithmetische Mittel erster Ordnung, wihrend die Fourierkonstanten 


a,, b, =O (*) sind. Aus beiden Tatsachen folgert man nach dem von Herrn Hardy 


ia.a.O., § 3) fiir den Fall der einfachen Konvergenz gegebenen Vorbilde miihelos 
die gleichmaBige Konvergenz der Fourierreihe von /, (x) im Intervall (a, b). wie bereits 
Herr Steinhaus festgestellt hat: O pewnym szeregu potegowym ... (Sur une série 
entiére .. .); C. R. Soc. Scientif. de Varsovie 6 (1913), 8. 357 bzw. 367; vgl. S. 364 unten. 


*) Derselbe findet sich bei Herrn M. Riesz: Ausgesprochen fiir den Fall der 
Summierbarkeit in einem Punkte durch arithmetische Mittel positiver Ordnung in 
der Note: Sur les séries de Dirichlet et les séries entiéres; Comptes Rendus 149 
(1909), S. 909; vgl. Absatz 4°. Angedeutet fiir den Fall der Konvergenz in einem 
Punkte in der Arbeit: Uber einen Satz des Herrn Fatou; Journ. f. Math. 140 (1911). 
S..89; vgl S. 94, FuaBnote. 


) Falls deren Konvergenzradius > 1. ist der Satz ohne Interesse. 


°°) Falls die ganze Einheitsperipherie in Frage kommt, so zerlege man sie in 
die Teilbégen OS x< a und aLzC2z. 
Cbrigens ist der Satz (mit den nétigen Anderungen) dann trivial. 
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Wird dann f(z) fiir b'<2<a'+22 irgendwie zu einer iiber (0,22) 
Lebesque-integrierbaren Funktion ergdnzt und diese mod 22 periodisch 
fortgesetzt, so ist zur gleichmaBigen®) Konvergenz der Reihe aus (6) auf 
dem Randstiick r=1, a 2<b notwendig und hinreichend die gleich- 
mapige Konvergenz™*) der Fourierreihe der Funktion f(x) fiir die- 
selben zx. 

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir a’= 0 
an, sowie, daB in der Fourierreihe von f(z) das konstante Glied ver- 
schwindet. 

Nach dem Hauptsatz hangt die in Frage stehende gleichmaBige Kon- 
vergenz der Reihe aus (6) nur ab von den Werten der Funktion 

F(1, 2) =— DS) eomeme theses tir O=a' <2 <0’, 
n=1 


diejenige der Fourierreihe von f(z) wegen Hilfssatz 4 nur von denen der 
Funktion 





=fauf ri es esd fir 0—a’<2<bd’. 


Nun ist, z. B. nach Hilfssatz 4, fir 0 <r <1 


— Sscaeeths sin nx r” ~feufrenn dt+ C(r)-~%+ D(r). 


Hierin strebt bei r—-1 die linke Seite fiir alle x gegen F(1,x), das 





Integral rechts wegen (7) fir 0 —a’<2<b’ gegen fduf f(t) dt; also 
0 0 


resultiert zunichst fiir x = 0 bzw. b’, daB D(r) und C(r) gegen bestimmte 
Grenzwerte konvergieren, und weiter, daB 


F(1,2)=F(z)+(A+Bz2) fir 0=a’'<2<bd’. 
Wegen Hilfssatz 3 folgt daher die Behauptung ohne weiteres aus unserem 
Hauptsatz. 
Abschnitt IT. 
Eine von Herrn M. Riesz gestellte Frage. 
§ 1. 


Gegen Ende seiner Arbeit Uber summierbare trigonometrische Reihen**) 
sagt Herr M. Riesz: 


*) Diese ist nach dem vorigen Satz unabhingig von den zur Erganzung von 
f (a) verwendeten Werten. 
*) Math. Ann. 71 (1912), S. 54; vgl. S. 74 unten. 
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»An jeder Stelle ist nicht nur die Reihe 


x 


(37) >) («,cosna + f, sinnz), 


a=1 
sondern th die Reihe 


(38) > (ne, cosnz + nf, sinnz) 


n=! 
konvergent. Ob daraus die gleichmaBige Konvergenz der Reihe (37) 
folgt, kann ich nicht entscheiden.“ 

Indem wir na,=a,, nf, —-—b, schreiben und den Faktor . , den 
das n-te Glied von (38) beim Ubergang zu (37) erhalt, durch : er- 
setzen, wo 
(1) 0<m,< m,,,—-0 (s = 1,2, 3,...), 
gelangen wir zu der folgenden etwas allgemeineren Fragestellung : 

Es sei die trigonometrische Reihe 


x 


E(x) —_>’ (a, cos nz — b, sin nz) 


fiir alle reellen z ausnahmslos konvergent, also desgleichen die Reihe 


f, (x) = y'emne—h mes 





Was 1a8t sich dann iiber die gleichmaPige Konvergenz der letzteren Reihe 
aussagen ? 


Zunachst ist es trivial, daB, wenn Py + konvergiert, die Reihe T, (x) 
s=1 " 
bei jeder Wahl von E(x) auf der ganzen reellen Achse gleichmaBig kon- 
vergiert. 

Wenn dagegen iiber die m, nur die Beziehung (1) vorausgesetzt 
wird, so la8t sich immerhin beweisen, daB bei jeder Wahl von T(x) die 
zugehérige Reihe £,(z) in jedem Intervall (a,b) ein Teilintervall («, £) 
gleichmaBiger Konvergenz besitzt, und da8 der entsprechende Satz auch 
fiir Potenzreihen auf dem Konvergenzkreise gilt. Dies bildet den Inhalt 
des § 2. 

Nunmehr beschrinken wir unsere Betrachtungen erlaubter Weise auf 
das Intervall (0,22). Darin gibt es bei einer Reihe beliebiger Funktionen 
von x zu jedem Intervall (a, 8) gleichmaBiger Konvergenz ein eindeutig 
bestimmtes groBtes Intervall («’, 6’) der Art, daB (a, ) darin enthalten 
ist und in jedem inneren Teilintervall von («’, £’) gleichmaBige Konvergenz 
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stattfindet. Wir-wollen («’, p’) ein Grenzintervall gleichmapfiger Konvergenz 
nennen. Offenbar greifen verschiedene Intervalle («’, #’) nicht iibereinander, 
kénnen aber aneinanderstoBen. 

Aus § 2 folgt daher insbesondere, daB fiir jede Wahl von T(z) bei 
der Reihe Z,(xz) im Intervall (0,22) die Langensumme aller («’, 6’) 
positiv (aber natiirlich < 22) ist**), und daB® das Entsprechende auch fiir 
Potenzreihen auf dem Konvergenzkreise gilt. 

Im § 4 wird nun gezeigt werden, da8 vorstehende Resultate nicht 
verbessert werden kénnen, sobald 
(2) ax divergiert , 

n=1 " 
indem zu jeder derartigen Folge ein Beispiel T(2) angegeben wird, wo 
bei der Reihe 3,: 2) im Intervall (0,22) die Langensumme aller («’, /’ ) 
beliebig klein ist. Auch wird das Entsprechende fiir Potenzreihen auf 
dem Konvergenzkreise geleistet. 

Hierin ist fiir m,—m speziell enthalten, daB die urspriingliche 
M. Rieszsche Frage mit Nein zu beantworten ist, was am Ende dieses Ab- 
schnitts durch ein besonders einfaches Beispie! nochmals nachgewiesen 
werden soll. 

Endlich sei darauf hingewiesen, da8 die Betrachtungen des vorliegen- 
den Abschnitts groBe Ahnlichkeit besitzen mit dem Abschnitt VI (Ober 
das MaB der ungleichmaBigen Konvergenz bei ausnahmslos konvergenten 
Fourier- und Potenzreihen stetiger Funktionen) der Inauguraldissertation**) 
des Verfassers. Dies liegt in der Natur der Sache. 


§ 2. 
Satz I. Wenn die Reihe I(x) ausnahmslos konvergiert und Be- 
ziehung (1) gilt, so besitzt die Reithe T,(x) in jedem Intervall (a, b) ein 
Teilintervall («, p) gleichmaBiger Konvergenz. 


Beweis. Wegen der Periodizitaét der Reihenglieder darf (a,b) ohne 
Beschrinkung der Allgemeinheit als Teil von (0, 2) angenommen werden. 

*8) Da in jedem Innenpunkt eines Intervalls («’, B’) das MaB B(x) der ungleich- 
miiBigen Konvergenz von {, (x) den Wert Null hat, so ist damit insbesondere ge- 
zeigt, daB im Intervall (0, 2.2) die Menge der Punkte zx, wo #(z)= 00 ist, stets das 
MaB m< 22 hat. Und es wird sich im § 4 ergeben, daB m seiner oberen Schranke 
2-2 beliebig nahe kommen kann. 

Im Text ist die Bezugnahme auf den Begriff des MaBes der ungleichmaBigen 
Konvergenz absichtlich vermieden. 

**) Zur Konvergenz der trigonometrischen Reihen, einschlieBlich der Potenz- 
reihen auf dem Konvergenzkreise; Géttingen 1914, gedruckt 1919. 
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Nach bekannten Satzen iiber Reihen stetiger Funktionen, die in 
einem Intervall (hier (a, b)) ausnahmslos konvergieren, enthalt dasselbe 
ein Teilintervall («, 6), worin die Partialsummen von Tf (xz) gleichbeschriinkt 
sind. Daher und wegen (1) ist die Reihe T(z) nach dem Dirichletschen 
Kriterium gleichmaBig konvergent in («, /). 

Satz II. Wenn die Potenzrethe 

B(z) = DS) (a, + 46,)2" 
n=1 
auf dem Einheitskreise ausnahmslos konvergiert und Beziehung (1) gilt, 
so besitzt die Potenzreihe 
PB, (2) =)’ earn 


m 
n=1 ri 


fiir z= e'* in jedem Intervall {a<ux<b} ein Teilintervall («, p), 
worin sie gleichmafig konvergiert. 

Beweis. Es ist, wenn T(x) und (2) ihre alte Bedeutung behalten, 
P(e*)— I(x)+ T(x), wo T(x) = : 


— 
n= 


(b, cosnz +a, sinn2), 


_ 


ao 
b, cos nz + a, sinnx 
Mm, 


¥, (e'*) = T(x) +tT, (x), wo T(z) - 
n=1 
Nun enthalt nach Satz I das Intervall (a,b) ein Teilintervall, worin 
T(x) gleichmaBig konvergiert, und dieses (weil darin {(x) ausnahmslos 
konvergiert ) ein Unterintervall («, 8), worin auch T,(2) gleichmaBig kon- 
vergiert; daraus die Behauptung. 


§ 3. 

Bevor wir jetzt an den Nachweis herantreten, daB die vorstehenden 
Ergebnisse nicht verbessert werden kénnen, sei iiber Cantors wohlbekannte 
perfekte, nirgends dichte Punktmenge einiges vorausgeschickt. 

Es sei 5 eine gegebene Zahl, 0 <6 < 2a und 6= 4e gesetzt. 

Wir schneiden vom Intervall (0,22) an jedem Ende ein Stiick der 
Lange e ab und konstruieren in dem verbleibenden Teilintervall (4, B) 
von (0,22) Cantors Menge, indem wir (Schritt 0) aus der Mitte von 
(A, B) ein offenes Intervall der Lange ¢ herausnehmen, dann (Schritt 1) 
aus der Mitte eines jeden der 2° verbliebenen Intervalle ein offenes Intervall 
der Lange s mo dann (Schritt 2) aus der Mitte eines jeden der 2° ver- 


bliebenen Intervalle ein offenes Intervall der Linge Fore usw. 


= 
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Wir numerieren nun die herausgenommenen Intervalle in der vorgenannten 
Reihenfolge irgendwie mit » = 1, 2, 3, ... und bezeichnen ihre Mittelpunkte 
mit z,, ihre Langen mit 2y,. Dann werden im nachsten Paragraphen 
folgende bekannte Tatsachen benutzt: 

Die iiberbleibenden Punkte von(A, B) bilden eine perfekte, nirgends 
dichte Punktmenge 9, die das MaB 2x1— 46 hat. Die Punkte z, sind 
paarweise verschieden, geniigen der Ungleichung 


(3) A=e<2z,<2n-—e=B (» 1, 2,8,...), 
und es ist 
(4) 27 Se <5 (» =1,2,8,...). 


Jeder Punkt z’ von QM ist Haufungspunkt von Punkten z,, d.h. es gibt 
eine Folge ganzer Zahlen »(a«) (« =1,2,3,...) der Art, dab 


, 


(5) v(a)—> 00; lim 2, («) = 2’. 


§ 4. 

Nach dieser Vorbereitung gestaltet sich die Darstellung unseres Bei- 
spiels wie folgt: 

Ist 6 gemaB § 3 gegeben, I die daselbst konstruierte Punktmenge 
und besteht die Beziehung (2), so werden wir eine Reihe $(e**) angeben, 
die fiir alle z konvergiert, wahrend die zugehérige Reihe %,(e**), und 
zwar sogar bereits ihr Realteil T,(z), in keiner zweiseitigen Umgebung 
eines Punktes x’ unserer Menge I vom MaSe 22 — 6 gleichbeschrinkte 
Partialsummen hat™). 

Damit wird dann bewiesen sein, daB8 kein Punkt x’ von 3% Innen- 
punkt eines der (im § 1 definierten) Grenzintervalle («’, 8’) gleichmaBiger 
Konvergenz von I, (xz) bzw. $,(e**) sein kann. Alle derartigen Intervalle 
sind daher Teile der zu 32% komplementiren Restintervalle von (0, 22), 
und da sie nicht iibereinander greifen, so mu8 ihre Langensumme < 6 sein. 

Sobald wir also am nachstehenden Beispiel die oben genannten Eigen- 
schaften nachgewiesen haben werden, ist gezeigt, daB weder Satz I noch 
Satz II verscharft werden kann. 

Definition des Beispiels. Es seien I’, (vy =1, 2, 3,...) positive 
Zahlen, fiir welche (mit Benutzung der im § 3 eingefiihrten Bezeichnungen ) 


i xz 
(6) rr , also auch od r konvergiert **). 
v=1 vr vr=1 r 





*) Es ist also m {8 («)=0co} >22—4, wie in FuBnote **) behauptet. 

**) Da, wie man leicht sieht, 2y, > ¢/»* ist, wiirde es geniigen /} - v* zu setzen. 
Doch ist es durchsichtiger, die Rechnung in obiger allgemeiner Bezeichnung durch- 
zufiihren. 
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Weiter seien die ganzen Zahlen M, (r =1, 2, 3,...) monoton wachsend 
und so definiert, daB 
My +3 
(7) M,=0, und fir »=1,2,3,...: 3) +>y-F, 
~~ “a 
was auf Grund von (2) stets méglich ist. 


Alsdann ist unser Beispiel definiert durch die Formel 


x Myiy 
Be) — Sr Der 
v=1 =e M,+1 
wo die x, aus §3 bekannt sind. 
Nachweis der ausnahmslosen Konvergenz von $(e**). Es sei 
p eine — Zahl >1, und «= u(p) die gréBte unter den Zahlen » der 


Reihe 1, 2,3,..., fiir die M, < p ist, also 

(8) M, <pQMysi, Woraus p= "(p)—-co 
folgt. Es sei ferner (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) 
(9) 0s2< 2a. 


Der Punkt z gehért nach § 3 héchstens einem der zur Konstruktion der 

Menge 3% aus dem Intervall (A, B) herausgenommenen, nicht iibereinander 

greifenden Intervalle (mit den Mitten z, und den Langen 2y,) an; wenn 

ja, so sei v’ dessen Index, sonst sei »’ = 0. Dann ist wegen (3), (9) und (4) 
¥rS|z2—2,|52a—eS2n-y, (y>r’), 

also 

’, 





[e®-** 3 = 2|sin? =~ | 2 2sin F >2 (y >’). 


Bezeichnet daher S, (x) die p-te Partialsumme von $(e**), so ist wegen (8) 
My+4 
(10) s 0-3 a ot see a 
M,+1, Y a= =M,,+1 
und wir finden fiir alle «—1>»’, also kraft (8) fiir alle groBen p, daB 
der zweite Teil von S,(x), absolut genommen, 


1 2 a 


A > a ol 1| pe 


ist, wahrend der erste, von Anfangsgliedern abgesehen, durch 





- “wml 
v2 oe <P 
a P ° | e —1 | rs Tt, 
majorisiert wird. Daraus geht aber unter nochmaligem Hinblick auf (8), 
und wegen (6) die Konvergenz von $(e**) hervor. 
Mathematische Annalen. 84. 9 
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Nachweis, daB der Realteil von §, (e**), 


Myiy 


t, (2) = -S7 Py com tee 
n=M,+1 

in einer jeden zweiseitigen Umgehung eines jeden Punktes 2’ 
von M nicht -gleichbeschrankte YPartialsummen hat. Wir be- 
trachten die in (5) genannte, zu x’ gehdrige Folge der y(«). Waren nun 
in einer Umgebung von 2’ die Partialsummen s,(x) von &,(z) gleich- 
beschrinkt, etwa <k, so miiBte angesichts von (5) fiir »—»v(a) und 
alle hinlanglich groBen « 


, My+1 1 
|8u,,,(%) — 8m, (Zr) | =z Pi mm, 2 2k 
n=M,+1 


sein, was jedoch der Beziehung (7) widerspricht *’). 


Abschnitt III. 
Konvergenz trigonometrischer Reihen und GréBenordnung 
der Koeffizienten. 
§ 1. 


I(z)= > (a, cos nz + b, sin nx) 


n=1 


eine trigonometrische Reihe ohne konstantes Glied**) und 


Es sei 


\c,| = Vag +05. 
**) Will man nur die urspriingliche Rieszsche Frage (vgl. § 1) beantworten, so 
geniigt es, M,=2”—1 au setzen und das Beispiel 


oe My+1 


$B (e**) «>= D, nes 


v=1 n=M,+1 


zu betrachten. Dessen Konvergenz ergibt sich genau wie oben, wahrend bei 


Myst 
(ae 5) 5 nga 
v=1 n= 


die ungleichmaBige Konvergenz im Intervall “, 2x) daraus folgt, daB im Punkte 
x= l/r die a 
Myiy 


Py 225: pg Metst) =F (rt er 
M1 
a= M,+3" 


**) Dasselbe ist bei Untersuchungen iiber Konvergenz und Divergenz Nebensache. 
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Dann verdankt man Herrn Plancherel als letztes Glied einer laingeren 
Kette**) den Satz: 


(1) { Die Reihe T(x) divergiert im Intervall (0, 22) 
héchstens in einer Menge vom Mafe Null, 
wenn fiir « =3 die Rethe 
(2) > (log n)*: \c,|° konvergiert. 
n=1 
Es scheint bisher nicht bemerkt worden zu sein, daB dieser Satz auch 
noch fiir « = 2 seine Richtigkeit behalt: Da namlich in diesem Falle die Reihe 
> {(a, log n)* + (6, log n)*} 
n=1 


konvergiert, bilden die Zahlen 


«, =a, logn, B, = 6, logn 
die Fourierkonstanten einer (sogar quadratisch) nach Lebesgue integrier- 
baren Funktion, weshalb dann nach einem Satze des Herrn Hardy*®) 
die Reihe 


a, cos nx + f, sin nz 
Py ent ah. T(z) 
fast iiberall konvergiert. (Vgl. hierzu den Zusatz am SchluB.) 

Nun ist es eine interessante Frage, ob im obigen Satze unbeschadet 
seiner Richtigkeit der Wert von « noch weiter verkleinert werden kann. 
Zur Beantwortung dieser Frage liefert der vorliegende Abschnitt einen 
Beitrag, indem gezeigt wird, daB Werte « < 0 auageschlossen sind, so daB 
also die Frage nur noch fiir die Werte des Intervalls 0 < a < 2 offen bleibt. 


Allgemeiner werden wir (vgl. § 3) beweisen, daB bei 0 < 4,—+0co die 
Voraussetzung 


(3) Srl c, |" konvergiert 
a=." 


nicht ausreicht fiir (1). 





**) P. Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor; Acta Math. 30 (1906), 
S. 335; vgl. S. 379, [$] 4 und FuBnote 1. 


F. Jerosch und H. Weyl, Uber die Konvergenz von Reihen, die nach periodischen 
Funktionen fortschreiten; Math. Ann. 66 (1909), S. 67. 


H. Weyl, Uber die Konvergenz von Reihen, die nach Orthogonalfunktionen fort- 
schreiten; Math. Ann. 67 (1909), S. 225. 


M. Plancherel, Sur la convergence des séries de fonctions orthogonales; C. R. 
157 (1913), S. 539. 


3°) On the summability of Fourier’s series; Proc. Lond. Math. Suc. (2) 12 (1913), 
S. 365; vgl. S. 370, Theorem 8. 


9* 








132 L. Neder. 


§ 2. 


Ehe wir nun daran gehen, den Weg auseinanderzusetzen, auf dem 
der angekiindigte Beweis erbracht werden wird, seien noch einige Be- 
zeichnungen eingefiihrt: 

Es ist fiir unsere Betrachtungen erforderlich, neben der Reihe T(z) 
noch die Potenzreihe 


B(s)— See" mit c,—a,— sd, 
ni 


heranzuziehen, deren Realteil auf dem Einheitskreise z == e*” jene ist, und 





zweckmaBig, in beiden Reihen die ,,Koeffizientenbetrage® |c,|—Va; + 6; 
in Evidenz zu bringen, indem man fiir n =1, 2,3, ... setzt 
C,, C,, | ‘é ys —, also a, = \¢,, | * COS nN a> b,, = | C,, sin n Zi 


wobei nz, unbestimmt bleibe mod 22 bzw., falls c,—, ganz beliebig. 
Dann wird die Reihe 


zx 
Biz)= y le, |e "#aF2", 
n=1 
und fiir z —e** deren Komponenten 


Tix) = RP (e*) =D’ \c,| cos n(x — 2,), 
n=1 


T(x) = FB(e**) =)’ \c,,| cosn (a — 2). 
n=1 
wobei nz, =nx, + $a (mod 22). 
§ 3. 


Wir werden nun im §4 zu jeder Folge |c,|, n=1,2,3,..., fiir 


welche 


64) | c,| Dd, gilt, wo > 4, eine divergente Reihe mit posi- 


n=1 
rm niemals zunehmenden Gliedern ist, 


eine mit diesen Koeffizientenbetriagen |c,| gebildete Potenzreihe $§(z) an- 
geben*'), die auf dem Ejinheitskreis ausnahmslos divergiert**), oder gar da- 
selbst in keinem Punkte beschriinkte Partialsummen hat. 
'') Das Vorbild der dabei benutzten Konstruktion hat Herr N. Lusin gegeben: 
Cber eine Potenzreihe, Rendic. Cire. Mat. di Pal. 32 (1911), S. 386. 

*) Es gibt nachweislich nicht zu jeder Folge |c,|, fiir welche ¥ | c, . divergiert. 
eine Potenzreihe 8(z) mit der oben genannten Eigenschaft. Vielmehr gibt es unter 
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Dann sind die beiden Komponenten I(x) und E(x) von ¥(e**) 
mit jenen selben |c,| gebildete trigonometrische Reihen (s. oben), von 
denen wenigstens eine in einer Menge vom MaBe > x divergiert bzw. nirgends- 
beschriinkte Partialsummen hat. Womit also gezeigt ist, da’ immer dann, 
wenn fiir eine Folge |c,| die Aussage (4) zutrifft, fiir die mit diesen jc, | 
gebildeten Reihen T(z) die Behauptung (1) nicht allgemein gilt**). 

Zum Beweise des am Ende von §1 angekiindigten Resultats geniigt 
daher der Nachweis, da8 wir imstande sind, bei gegebener Folge 0 <4,—+co 
die Koeffizientenbetrage |c,| so zu wiahlen, da8 einerseits (3) erfiillt ist 
und andererseits die Aussege (4) zutrifft, weil dann nach dem soeben 
Gesagten die Behauptung (1) nicht allgemein gilt. Dieser Nachweis wird 
im § 5 erbracht werden. 


§ 4. 
Zu jeder Folge von Koeffizientenbetragen |c,|, fiir welche \c,|* >d, 
gilt, wo Rey d, eine divergente Reihe mit positiven, nie zunehmenden 


n=1 
Gliedern ist, gibt es eine mit ihnen gebildete Potenzrethe Y(z), die auf 
dem Einheitskreise tiberall divergiert. 


Bedeuten die M, (y= 0,1,2,...) solche noch zu bestimmenden 


diesen Koeffizientenbetrigen solche, daB jede mit ihnen gebildete Reihe %(z) auf 
jedem Teilbogen des Einheitskreises kontinuicrlich viele Konvergenzpunkte besitzt. 


Ein Beispiel fiir diese Merkwiirdigkeit ist die Folge 
jen|=1/y> fir n=(r—1)! und v=2,3,...; | c, | = 0 sonst. 
Hierbei hat jede zugehérige Reihe $(z) auf dem Rande des Einheitskreises die Gestalt 


7 P= 4 1 ri)! (z—§&,)¢ 
we) 2 Re yr ye 


Driickt man nun 2/22 und die gegebenen £,/22 in der ,systematischen* Form 
2%,,/u! aus (0< %,< Ht), so findet man nach elementarer Rechnung Zahlen rx in 
der behaupteten Lage und Hiufigkeit, fiir welche 


ev! (z—§,)¢ = el? tV2t+O(l/y) < (- 1 wre yN O(1/r), 
also @(e**) konvergent wird. 


%*) Es wire zweifellos im vorliegenden Zusammenhang abschlieBender, wenn es 
gelinge, zu jeder Folge |c,| mit divergenter Quadratsumme eine zugehérige Reihe 
I(x) anzugeben, die in einer Menge positiven MaBes divergiert. Doch wiirde ein 
solches Ergebnis der Bedeutung unserer Potenzreihenbeispiele, die ja ausnahmlose 
Divergenz von $ (e**) aufweisen, angesichts der vorigen FuBnote keinen Eintrag tun. 
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ganzen Zahlen, die von M,=— 0 an monoton, also gegen oc, wachsen, so 
lautet unser Beispiel 


B(e**) — DS’ Dial en tS _ 2 we ue 


v=1 a= M,_ i+! - 
a) Definitionund EigenschaftenderM,. Wegen derVoraussetzungen 


iiber die d, ist >» Vd, divergent, so daB fiir jedes » der Reihe 1, 2, 3, 
n=1 

und nach Festlegung von M,=0, M,,...,M,_, eine ganze Zahl M, 

existiert der Art, daB 


a, M,-1 | 
> Vd, >1, aber > Vd, <1. 
n=M,_4+1 n=M,1+1 | 


Dann haben die M, alle genannten Kano nar und es ist 


My41 
- _l+yd,_ < (ltva)" 
> 4,<(14 Va, 1)Vdu, < Sue. via Fm M, — M,— a, 
n=M,+1 =M,_3+1 
also 
(5) ax _— “Mo tivergent. 


b) at aeige ee fiir B(e'*). Es sei 


-) (n—M,_ 1) @—5,)3 | 
2, ( (2)— [Sele ? ~ |Sia1- eo | 








M,_ i+! M,_ i+! 
Fiir 
be 2/3 ‘ 
\% F | Ss M., — M,-; 
ist dann 


uy, 
2, (2) = S eI: oe (n—M,1)(2—-&)2>5 SVd,>} 


* 
a=M,_ +1 n=M,_,+1 


Sei jetzt x fest, wo 0 < 2< 2a, und die Divergenz von ¥(e!*) zu 
beweisen. Wegen (5) gibt es zu jedem & = 0, 1, 2, ... einen Index » = » (k) 
der Art, daB 

+(k)-1 v(k) 


v 2/3 @ sy sal a 
— M—-M-1 < a+ 2kn <2 My. oy ee = sSr(k 





ist; bei k—-co ist »(k), also auch M,.,-,-+~<. Ware also x Konver- 
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genzpunkt von $(e'*), so miiBte 2,,(z)—-0 bei k-—-co, wiahrend 
tatsachlich 

2/3 
My) — Mr(e)-1’ 





|\(a + 2ka)— &w|< 
und daher fiir alle & 


| se 


2Q,(2) = Qa) ("+ 2kz) > 


2 
ist **), 
§ 5. 
Nachweis, daB wir bei gegebener Zahlenfolge i,, wo 
0<i,—co (= 1,2,3,...), 


die Zahlen |\c,| so wahlen kénnen, daB die Bedingungen (3) und (4) 
zugleich erfillt sind. 


Zum Beweise geniigt es offenbar (da es auf endlich viele Anfangsglieder 
nicht ankommt), 4, >1 vorauszusetzen und dann Zahlen M,=0, M,, 
M,,... anzugeben der Art, daB fiir n = 1, 2,3,... 

0<M,<Vi,, M,—, M,— M,-.2%,.,— %,>9. 
Denn dann haben, 
le," =d, — =~ M,,-; 
gesetzt, die Zahlen |c,| die in (4) genannten Eigenschaften**), wahrend 
andererseits 
ae 
= MM: 
also**) auch Bedingung (3) erfiillt ist. 

Nun sei zwecks Definition der M, zunachst n,=0. Darauf lassen 
sich der Reihe nach die ganzen Zahlen n,, n,, ,,.-. 80 bestimmen, da8 
n,—%=>t und fir n>n,: VA, >2, 
n,—n,>n,—n, und fir n&>n,: VA, >3, 
ty —, >n,—n, und fir n>n,: VA, >4, 


usw. Dann werde gesetzt 


5] 


1 2 
qlen| < 


M, =(¥—1)+ *—™"' = g, (n) fiir ni Sn<n, (y=1,2,3,...), 
Ny — Ny—1 
**) Nech bekannten Vorbildern kann leicht erreicht werden, daB die Partial- 
summen von $(e*”) nirgends beschrankt sind. 
35) A. Pringsheim, Allgemeine Theorie der Divergenz und Konvergenz von Reihen 
mit positiven Gliedern; Math. Ann. 35 (1890), S. 297; vgl. Lehrsatz I bzw. III. 








136 L. Neder. Trigonometrische Reihen. 


so daB M, = 0 und fir n>1 auch 0< M,<Vi,, sowie M,—-co un- 
mittelbar ersichtlich ist. Ferner hat man 


My, = Gr+i(™%) =" =G(m,) (»=1,2,3,...), 








also 
(6) M,—M,_,=—-_>0 fiir n1<mEm, (»=1,2,3,...), 
woraus fiir n =n, folgt 

M,—M,.,.=-——__ > ——_ = Mw,,,- M,, 


wahrend dieselbe Ungleichung fiir n,_, << _» <n, aus (6) unmittelbar ab- 
zulesen ist. W. z. b. w. 


Géttingen, 17. Oktober 1920. 


(Eingegangen 31. 12. 1920.) 


Zusatz zu Abschn. III, § 1, Abs. 2: Dieselbe Bemerkung hat, wie 
mir bei der Korrektur Herr Rademacher mittcilt, bereits Herr Hobson 
gemacht, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 14 (1915) auf 8. 429 (dieser Band 
ist bis jetzt in keiner hiesigen 6ffentlichen Bibliothek vorhanden). 








Ober wiederholbare Funktionen. 


Von 


Rudolf Schauffler in Berlin -Wilmersdorf. 


Die Funktion f(x) sei 


(V,) stetig fir a<2<b (wobei a <b) 
und es sei 
(V,) a<f(x)<b fir aga<b. 


Ferner werde gesetzt: 
fo(z)=2, f,(%)=f(fa-r(z)) fiir m=1,2,3,.... 

Durch die Voraussetzung (V,) ist die Existenz der Funktionen /, (x) 
(n=2,3,4,...) fiir @i2x<b gewihrleistet. Wir bezeichnen eine 
Funktion dann und nur dann als fir a<2<b wiederholbar, wenn sie 
(V,) erfiillt. 

Wir bezeichnen als Fizstellen von f(x) die Wurzeln der Gleichung 
f(z) =a; f(z) hat unter den Voraussetzungen (V,) und (V,) fir acoz<b 
mindestens eine Fixstelle. Wir nehmen an, 


(V,) f(z) habe fiir a < 2 < 6b nur eine Fixstelle, und zwar die Stelle z = c, 
es sei also 
f(c)=c, f(z)+a2 fir z+, as2z<sb. 

Unter diesen Voraussetzungen habe ich in einer friiheren Arbeit*) eine 
einfache hinreichende Bedingung fiir die Existenz der Grenzfunktion 
lim f(z) mitgeteilt*). 
n?>@ 

Diesmal méchte ich die notwendige und hinreichende Konvergenz- 


bedingung aufstellen und ein Ma fiir die Konvergenz angeben. Auch’ 
diese erschépfende Konvergenzbedingung ist sehr einfacher Art. 


®) Uber wiederholte Funktionen, Math. Ann. 78 (1917), S. 52—62. Kenntnis 
dieser Abhandlung wird hier nicht vorausgesetzt. 
*) A. a. O., 8. 53 unter ,Satz II*. 
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Zunachst seien noch einige Bezeichnungen vorausgeschickt. 

e sei eine beliebige positive Zahl; dann gibt es wegen (V,) und (V,) 
eine positive Zahl 6 derart, da8 
(1) | f(z)—e|Se fir OS|~—ce]/Sd<e, aSaedsd. 

Wir wollen annehmen, daB 6 nicht gréBer sei als die gréBere der 
beiden Zahlen c — a und b—c bzw. deren gemeinsamer Wert. Alsdann 
bezeichnen wir das Minimum von |/f(z)—2z| fiir |t—c|/>46,a<c2z<b 
mit »,, das Minimum von | f,(z) — z| fiir |2@—c|>46, a<xz<b mit », 
und die kleinere der beiden Zahlen », und y, bzw. deren gemeinsamen 
Wert mit 7; so wird: 


(2) \f(z)—2|2y fir |jr—c|>s, aged 
und 
(3) \f,(z) —2z\|>y fir |x—clSd, a<2z<b. 


Nun lautet unser Konvergenztheorem wie folgt: 
Lehrsatz. Ist f(z) firacx<b 
(V,) stetig, 
(V,) wiederholbar und 
(V,) nur mit der einen Fizstelle x =c behajtet, 
so ist dafiir, daB die Grenzfunktion jim f,(2) fir a<a2<b existiere, 
folgende Bedingung hinreichend und notwendig : 
18) ) Auch f,(x) habe fir a<xz<b nur die eine Fizstelle x=c. 
Unter den Voraussetzungen (V,) bis (V,) konvergiert die Folge 


(8) fo(), fy(2)s f(z), 
fiir a <x <b gleichmafig gegen den Wert c, er 
(4) \lf,(z)—el|Se fir ac<ax<b, n> one oars 8. 


Beweis. I. (V,) ist hinreichende Bedingung. 

Die Voraussetzungen (V,) bis (V,) seien erfiillt. 

Ist a <c, so ist nach (V,) und(V,): f(a) >a; hieraus folgt wegen 
(V,) und (V,): 


(5) f(z)>-2 fir a<u<e; 
analog wird 
(6) f(x)<a fir c<ax<b. 


Aus (V,), (V,) und (V,) folgen entsprechende Ungleichungen fiir die 
Funktion /,(xz), namlich: 


(7) f,(z)>2 fir acr<e, 


(8) f.(x)<a fiir e<2<b. 
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(V,) und (V,) geben », >0, (V,) und (V,) geben 1, >0, also ist 
(9) n> 0. 


Wir greifen nun einen beliebigen Argumentwert x heraus (wo 
a <x <b) und zerlegen die Zahlfolge 


(8) fo(%), fi(%), fy (2), --. 
in die drei Folgen: 


(i) = = 
(B) oy ae 
(@) See 


(Ul) enthalte alle Glieder von (%), die <c sind, (%) alle Glieder, die 
>c sind, und (8) alle Glieder, die —c sind, und zwar jeweils in der- 
selben Reihenfolge wie in (%). 

Ist z=c, so sind die Folgen (U1) und (&) beide leer, alle Glieder 
von (%) haben den Wert c und Ungleichung (4) ist gesichert. 

Wir nehmen jetzt an, es sei +c, so sind (ll) und(®%) nicht beide 
leer. Wir wollen iiberdies annehmen, (11) besitze zum mindesten die beiden 
Glieder wu, und u,. Dann ist f(u,) +c. 

Es sei zunachst f(u,)<c, so wird u,=—f(u,), also gemaB (5): 
u, > U,. Ist tiberdies u,<c— 4d, so ist nach (2): u,—u,>y7. Ist 
u, Sc — 4, so gilt die Ungleichung u, — u,>% um so mehr. 

Nun sei andererseits f(u,)>c. In diesem Falle gehért f(u,) zu (B). 
Es sei etwa f(u,)=v,, so mu8 es, da wir Existenz von u, voraussetzen, 
einen Index j >% geben, fiir welchen 


(10) f(v;) = u, 
ist. Ist 7 >%, so wird nach (6) 
v, —%-,=f(%-1;)—%-1.<0 fir i+1g*<j, 
i 
v, —9,= >) (¥, — 0-1) <0; 


v=t+1 


also 


nimmt man den Fall 7 = hinzu, so erhalt man: 
(11) c< usu. 


Nun ist f(u,) == ,, f(¢) =c, also gibt es wegen (V,) und (11) eine Zahl ¢, 
fiir welche 


(12) Ut SéE<e, f(é) =», 
ist. (7), (10) und (12) ergeben: 
(13) u, = f,(§) > F ju 
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oder u, > u,, wie in dem zuerst betrachteten Falle f(u,)<c. Ist iiber- 
dies u, <c¢ — 4, so ist nach (13): § <c — 4, also wegen (3): f,(§)>&+4, 
und es wird wieder wie im Falle f(u,)<c: u,—u,=>y.- 
Dieselbe Betrachtung wie fiir u, und wu, kann man fiir zwei beliebige 
aufeinanderfolgende Glieder der Folge (U1) anstellen, und findet so: 


(14) %—%.,>0 fir »=—1,2,3,... 
und 
(15) u—%,27 fir u-Se—d, r2Ql. 
Aus (14) folgt: 
: 

(16) u,—u,—= >) (u,—w-1)>0 fir OSk<I; 

v=k+ 
aus (15) folgt: : 
(17) -%—-u lly fir u,cce—d, IS0. 


Die Ungleichung (17), die unter der Voraussetzung bewiesen wurde, da8 
u, existiere, gilt fiir 10 auch ohne diese Voraussetzung. 


Ganz analog erhalt man: 
(18) %-;—-%>0 fire »=1,32,38,..., 
(19) %-.—-v%>y fir v», >ce+6, v2Q1; 
(20) %—v, omy fir v.>c+d, med. 
Wir nehmen nun an, es sei fiir einen gewissen Indexwert n: 
(21) f,(z)<e—e. 
In der Teilfolge von (%): 
i®,,) fo(%), fy( 2), +++ f,(#) 


mégen sich g+-1 Glieder der Folge (U1) und r +1 Glieder der Folge (%) 
befinden; Glieder von (8) kénnen wegen (21) in (%,) nicht vorkommen. 
Alsdann wird: 

q+120, r+12>0, 


und 

(q+1)+(r+1)=—an+1, 
oder 
(22) q+r+l=n; 


ferner wird wegen (21): 
(23) u, = f(z). 


Nun sei zunichst r-+-1> 0. In diesem Fall enthalt (,) mindestens 
ein Glied von (%), und », ist das letzte Glied von (%), das in (%,) vor- 
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kommt. /f(v,) ist demnach eine der Zahlen u,,u,,..., u,; e8 sei etwa 
(24) f(v,) =u, 
wo 0< p<q, so ist nach (1), (16), (21) und (23): 
(25) u,Su,<c—eSe—d, 
also wegen (24): |f(v,)—c¢| >; aus (1) folgt hiermit: 
(26) v,>¢+ 4. 
Nach (17), (20), (25) und (26) wird: 
ty — My 29%, 


%—v,=>T%. 
Andererseits ist aber wegen (25) und (26): 
U,— Uy <¢—d—a, 
%—v,<b—c—3; 
somit wird, wenn man die Ungleichung (9) beriicksichtigt: 
q< =, Pik 9 
also wegen (22): 
n< ces = +tl< SAS? 4.4, 
Jetzt sei r+1=—0. “ diesem Falle Re in (%,,) kein Glied von 
(@) vor und man erhilt: 
q=n, 
nn SU, — u<¢—d—a, 
e—d—a 


n< ad 
” 





also um so mehr 


—a—d 
n<° 





+1 
wie fir r+1>0. 

Dieselbe Ungleichung erhalt man durch ahnliche Betrachtungen auch 
fiir f,(z7)>c+e. Es ist somit: 
(4) \f,(e)—e|<e fir a<z<b, ners S845. 
was zu beweisen war. 

II. (V,) ist notwendige Bedingung. 

Die Voraussetzungen (V,), (V,), (V,) seien erfiillt. Nimmt man an, 
f(z) habe auBer z=c noch die Fixstelle =a, wo a<a<b, 80 wird 
f,(«) =«, und nach (V,): f(@)+ «a, und es wird: 


fey (@)=@, fey (@)=—f(e)+a fir n=0,1,2,...; 
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demnach divergiert die Folge 


fo(@), fy(@), fa(@),---- 

Hiermit ist bewiesen, daB (V,) fiir Konvergenz der Folge (%}) im ab- 
geschlossenen Intervall a < 2 <b notwendig ist. — 

Jetzt werde unsere Konvergenzbedingung der Anschaulichkeit halber 
noch auf eine mehr geometrische Form gebracht: 

Unter Beibehaltung der Voraussetzungen (V,), (V,) und (V,) ist die 
folgende Bedingung mit (V,) gleichbedeutend: 

(V,) Die Kurve y= f(x) und thre Spiegelkurve*) x= f(y) haben 
in dem Quadrat a< xb, ax<y<b nur den Punkt x = y = c gemein. 

Beweis. Ist f,(@)=—«, wo a<e«<b, so ist der Punkt z—«, 
y = f(a) ein gemeinsamer Punkt der Kurven y = f(z) und z= f(y), wie 
man durch Einsetzen erkennt. Also ist (V,) erfiillt, sobald (V, ) erfiillt ist. 

Ist andererseits z= 6, y=y (@< <b) ein gemeinsamer Punkt 
der beiden Kurven, so wird y = f(f) und 6 = f(y), woraus folgt: 6 = f,(f), 
d. h. (V,) ist erfiillt, sobald (V,) erfiillt ist. Damit ist die Aquivalenz von 
(V,) und (V,) bewiesen‘). 

Zum Schlusse sei noch auf die Anwendung des Lehrsatzes auf die 
numerische Lésung der Gleichung f(z) = x hingewiesen. Erfiillt f(x) die 
Voraussetzungen des Lehrsatzes und ist a < 2, <b, so konvergiert die Folge 


@,, f(%,), fo(%,), fy(%),--- 


gegen die Wurzel c der Gleichung f(z) 2. Da die Konvergenz, wie be- 
wiesen, gleichmaBig ist, so ist es unwesentlich, welcher Wert des Intervalles 
a<2<b mm ersten Naherungswert gemacht wird. 


5) z=f(y) ist offenbar das Spiegelbild von y=f(z) beziiglich der ersten 
Mediane y = z. 

*) Versteht man unter G das Maximum von f(z) fir a<a2<c, sv laBt sich 
ferner beweisen, daB unter den Voraussetzungen des Lehrsatzes die Kurve y = f(z) 
fiir e<.x<G oberhalb der Spiegelkurve x= f(y) verlaufen muB8, wenn man sich die 
positive y-Halbachse nach oben gerichtet denkt. 


( Eingegangen am 26. 1. 1921.) 


Ebene Bipotentiale. die nur von einer Veriinderlichen 
abhiingen. 


Von 


Theodor Péschl in Prag. 


1. Kennzeichnung des Problems. 


Im folgenden bezeichne ich jede Lésung der biharmonischen Diffe- 
rentialgleichung 44U =0, wobei JU =U,,+ U,,, in der Ebene kurz 
als Bipotential und nenne dieses eigentlich, wenn es nicht zugleich auch 
der Potentialgleichung 4U = 0 geniigt, also nicht zugleich Potential ist. 
Wenn man diese Bipotentialgleichung 44U = 0 auf ebene Polarkoordinaten 
transformiert, so sind, wie seit langem bekannt ist, r* und r*logr bzw. 
cos2qm und sin2q@ zwei solche Lésungen dieser Gleichung, und zwar 
eigentliche Bipotentiale, die nur von je einer dieser Veranderlichen ab- 
hangen. Ebenso habe ich kiirzlich*) gelegentlich des Problems der Span- 
nungsverteilung in einer diinnen Scheibe, die ein elliptisches Loch besitzt 
und von Kraften in ihrer Ebene gezogen wird, bemerkt, da8 auch im 
Falle der elliptischen Koordinaten ~ und y solche nur von je einer dieser 
Veranderlichen abhangige Bipotentiale existieren, und zwar sind diese 
Gin2é und sin27. Die den Cartesischen Koordinaten entsprechenden 
eigentlichen Bipotentiale lauten bekanntlich z*, x* bzw. y*, y’*. 

Es erhebt sich nun naturgema8 die auch fiir die Anwendungen nicht 
unwichtige Frage, alle Potentialfunktionen $= é(2z,y), 7 = (z,y) von 
x und y anzugeben, fiir welche solche eigentliche, nur von einer Verander- 
lichen abhangige Bipotentiale existieren, oder etwas anders ausgedriickt, 
es sind alle eigentlichen Bipotentiale zu bestimmen, die von einem Po- 
tential abhingen. 

Eine verwandte Problemstellung fiir raumliche (dreidimensionale) 
Potentiale hat T. Levi-Civita*) behandelt, indem er die der Gleichung 

1) Math, Zeitschrift 11 (1921). 


*) Tipi di potenziali che si possono far dipendere de due sole coordinate, 
Memorie di Torino (2) 49 (1899). 
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AU =U,,+U,,+U,,=0 geniigenden Lésungstypen bestimmte, die 
nur von zwei Veranderlichen abhangig gemacht werden kénnen. 


2. Ansatz und Integration. 


Es sei z=2-+iy, (=&+in und z=/(C). Fiihrt man in dem 
Ausdruck 4U = U,,+ U,, fiir x und y die neuen Veranderlichen ¢ 
und » auf Grund der eben angeschriebenen Abhangigkeit ein, so folgt 





(1) AU =i-A*U, 
wobei bekanntlich 

1 
2 Amb é, a 2 
(2) i=A(En) = a 


ist und 4*U = U;;+U,,, gesetat ist. 
Dementsprechend geht die Bipotentialgleichung 44U = 0 iiber in 
‘ . * 4* oA°U @4°U *, 4t A 
(3) adv —afaataty + 2(1°4 8 44,47) + a%-4*U} = 0. 
Sei nun U = U (é) eine Lésung dieser Gleichung, die nur von é allein 
abhangt, und setzen wir U;; = X(&), so geniigt X der Gleichung 


’ d , Ape+4,, 
(4) X"4+a2x'4 - x —0 


und diese Gleichung geht unter Beriicksichtigung des Umstandes, da8 
log 4 selbst ein Potential, also 4 logi = 0, oder 


' on P. 
ton (4) 4 (4) 
ist und unter Einfiihrung von logé = wu iiber in 
(5) X" + 2u,X'+(u?+u!)X=0. 
Wir kénnen nun voraussetzen, daB X von 0 verschieden ist, denn 
X = 0 wiirde U = Aé-+ B, also einem Potential entsprechen. Wenn daher 


(6) +--? 


gesetzt wird, so folgt zunachst 


x ’ 
(7) _— y*—-— 
und Gl. (5) wird 
(8) py’ =¢* — 2pu,+ui+ ue. 
Aus dieser Gleichung und aus 4u = 0 ist nun durch Differenzieren 


eine von u unabhingige Bedingungsgleichung fiir g zu gewinnen. Fiir die 
Ausfiihrung dieses Vorganges empfiehlt sich die Einfiihrung von Minimal- 
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koordinaten an Stelle von ~ und », indem wir wieder zur Variablen ¢ 
zuriickkehren; wir setzen hierzu 
rf [= im 20, 

u: + iu, = w(f), 


damit wird p(&) = o(* 5°) und 
(10) y' =(9 — w)(~ — ©) =P-P, 


wenn noch zur Abkiirzung p —- w= P, » — = P eingefiihrt wird. Auf 


diese Gleichung (10) iiben wir nun die Operationen 2 - und 2- aus und 
0 4 


fiihren fiir die Ableitungen der GréBen P die weiteren Bezeichnungen ein: 


oP ’ — 
P,= 2° =9' —2w’, 
(11) 


P,=2°? 9 a0, 


s 


wobei die Striche (') wie bisher Ableitungen nach den vollen Argumenten 
der betreffenden Funktionen bedeuten. Dann folgt 


(12) p" =9'P+P,P=9'P+P,P 
und durch nochmalige Anwendung von 2 “- oder 2 23 
(13) p” = 9"* + 9"P+9"P + P,P, 
oder 


9 — p= @" (P+ P)+P,P, 
und daraus durch Multiplikation mit oy’ = PP: 
(14) vp” — 9" = 9'y" (P+ P)+ PPP,P,. 


Subtrahiert man hiervon die durch Multiplikation der beiden Gleichungen (12) 
hervorgehende Gleichung 


(15) py"? —q'o"(P+P)+ 9" =PPP,P,, 
so erhalt man fiir gm die gesuchte Gleichung 
yp” = 2q"8 ve: g”? — 


a (tem ty’ 


Diese Gleichung gibt integriert 


oder 


Mathematische Annalen. 84. 10 
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und nochmals integriert 
(16) y’ =¢y*—agp+), 
worin a und 8 willkirliche reelle Konstante bedeuten. 


Geht man von @ mittels der ersten Gleichung (6) wieder zu X iiber, 
so folgt fiir X die lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 


(17) xX” 4+aX'+bX=0. 

Weiter ergibt sich durch Division der ersten Gleichung (12) und (10) 
g” P, 
por os 


und durch Einsetzen von P und P,: 
(29 — a)(y — w) —(p — w)* = 9’ — 20’ 





oder =g*~—agp+b—2w’ 
(18) 2w’ = w*—aw-+b. 

Fiihrt man eine neve Funktion w(¢) ein durch die Substitution 
(19) to = —2 S08", 

so folgt fiir w die gleichfalls lineare Gleichung 

(20) 0” +$0'+to=0. 


Aus den Gleichungen (9) und (19) folgt nun, da8 
“= R [wae ss R log +, = log . 
andererseits ist nach Gleichung (2) 


1 
u = logd = log —— Fo? 
somit kénnen wir setzen , 
f (t)=o, 
also 
(21) a +iy=f(t)=fodt+C, 


womit das vorgelegte Problem im wesentlichen gelést ist. Es eriibrigt 
nur die méglichen besonderen Formen dieser Funktion f({) anzugeben. 


3. Die Lésungen. 


Werden die Wurzeln der zu Gleichung (20) gehérigen charakteristischen 
Gleichung mit p und g bezeichnet, so sind die Wurzeln der zu Gleichung (17) 
gehérigen 2p und 2g und je nach der Beschaffenheit dieser Wurzeln, die 
von den willkiirlichen Konstanten a und b abhangen, haben wir folgende 
drei Faille zu unterscheiden: 
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I. p und g sind reell und voneinander verschieden, also -s —b>0, 
dann ist das vollstandige Integral von (20) 


(22) w = f"(¢) = Ae” + Be* 
und wir erhalten aus (21) 
(23) r+ty=f(t)= ’ eo? 4 tat 


wenn A und B zwei neue komplexe Integrationskonstanten sind und die 
unwesentliche additive Konstante fortgelassen wird. Die zugehdrigen 


eigentlichen Bipotentiale sind als Lésungen der Gleichung (17) gegeben 
durch 


(24) Vs —-X= A,e*?* + B,e**, 


wobei die Konstanten A, und B, reell anzunehmen sind. Diese Konstanten 
A, B und A,, B, sind nicht simtlich willkiirlich, es besteht vielmehr zwischen 


ihnen, wie man durch Riickeinsetzen in die Gleichung (10) erhilt, die 
Beziehung 


: BR 7 A AA 
( 25) A,BB+B,AA=0 oder ar 


Tatsichlich sind fiir die Lésung nur die Verhialtnisse und nicht die 
Konstanten selbst von Bedeutung. 


Il. p=q—=—“%, reell, also © —b—0. Hierfiir ist das vollstindige 
Integral von Gleichung (20): 
(26) w=f'(¢)=(A + Boje” 
und daraus 
tr | » L f e 1 \ -. 
(27) f()—  |A+B(S— le”; 


die zugehérigen Bipotentiale sind gegeben durch 
(28) X = Ug: =(A, + Bg )e**, 


wobei A, und B, reell sind und zwischen den Konstanten jetzt die Be- 
ziehung bestehen muB8 


(29) 2A4,BB— B,(AB+ BA)=0. 


Ill. on —b<0, also p und g konjugiert komplex, also g=p. In 
diesem Falle ist w wieder von der Form (22) und auch die Gleichungen 
(23) und (24) bleiben der Form nach in Geltung. Damit jedoch die 
Bipotentiale reell ausfallen, miissen auch A, und B, in (24) zueinander 
konjugiert sein, also B, — A,. 

10* 
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Wir erhalten also 


(30) o = Ae?® + Be?” 
und 
(31) X = A,e*** + A,e***. 


Durch Riickeinsetzen in die Gleichung (10) ergibt sich jetzt die folgende 
Beziehung zwischen den Konstanten 


(32) A,BA+A,AB=0. 
Setzt man darin 
A, = Ay + iBY, 
und A=a+if, B=y+i0, 
so schreibt sich die vorstehende Gleichung auch so 


(32’) . Sn cttr 


BY ay+ pa 


4. Sonderfille. 


a) p=0, q=0, dann ist a=0, 6=0, und man erhilt xX’ =0, 
also X =U:;=6AE+2B und U =Aé*+ Bé*, d. i. der Fall der 
Cartesischen Koordinaten. 

b) p=q+0, X=A,e°?*+ B,ge*”* (Fall Il). Wird darin  — logr 
gesetzt, so folgen r* und r*logr als die eigentlichen Bipotentiale, die den 
Polarkoordinaten in der Ebene entsprechen. 

c) p+q=0, A+ B=0 (s. Fall 1), dann kommt A, + B, = 0 und 


r(t) 4 Cofpt, X=2A,Gin2pe, U= re Sin2 pe 
und dies ist der eingangs erwahnte Fall der elliptischen Koordinaten. 

In diesen drei Sonderfillen existieren gleichzeitig mit diesen von £ 
allein abhangigen, wie leicht zu erkennen, auch von der zweiten Verander- 
lichen » allein abhingige Bipotentiale, was im allgemeinen nicht der Fall 
zu sein braucht. 


(Eingegangen am 21. 3. 1921.) 


Zusatz bei der Korrektur. In seiner Arbeit iiber ,Spiralférmige Be- 
wegungen zaher Fliissigkeiten“, Jahresb. d. D. Math.-Ver. 25 (1916), liste Hern 
G. Hamel das analoge Problem fiir die Differentialgleichung, der die Stromfunktion 
fiir stationire ebene Strémungen geniigt, und die sich nur durch die Tragheitsglieder 
von 4 4u= 0 unterscheidet; das dabei gewonnéne Ergebnis ist als Sonderfall im obigen 
enthalten. Ich sage Herrn Hamel fiir diesen Hinweis besten Dank. 





Uber eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
betreffend die Irrfahrt im StraBennetz. 


Von 


Georg Pélya in Ziirich. 


1. Ich beziehe den d-dimensionalen Raum auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem. Ich betrachte diejenigen Punkte, deren Koordinaten 
%,,%,-.-,%, samtlich ganzzahlig sind, und solche Verbindungsgeraden 
dieser Punkte, die einer der d Koordinatenaxen parallel sind. Die Ge- 
samtheit dieser Geraden bildet das d-dimensionale Geradennetz, und die 
Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, die man gewohnlich als Gitterpunkte 
bezeichnet, sollen die Knotenpunkte des Netzes heiBen. In jedem Knoten- 
punkte kreuzen sich d zueinander rechtwinklige Geraden des Netzes, und 
jede Gerade wird durch die daraufliegenden Knotenpunkte in gleiche Stiicke 
von der Lange 1 geteilt. Auf dem Geradennetz soll ein Punkt aufs Ge- 
ratewohl herumfahren. D.h. an jeden neuen Knotenpunkt des Netzes 
angelangt, soll er sich mit der Wahrscheinlichkeit wa fiir eine der még- 
lichen 2d Richtungen entscheiden. Der Bestimmtheit halber wollen wir uns 
vorstellen, daB der herumwandernde Punkt zur Zeit ¢=0 im Anfangs- 
punkt des Koordinatensystems seine Irrfahrt beginnt, und daB er sich mit 
der Geschwindigkeit 1 bewegt. In der Zeit ¢ beschreibt er einen Zickzack- 
weg von der Lange ¢, in jedem ganzzahligen Zeitpunkt ¢ = 0, 1, 2, 3,... 
passiert er einen Knotenpunkt und fallt eine vom Zufall geleitete Ent- 
scheidung unter 2d gleichméglichen Richtungen. 

Fiir d= 1 haben wir eine, in gleiche Segmente geteilte, unbegrenzte 
Gerade und die geometrische Darstellung des ,,Wappen-oder-Schrift*- 
Spiels vor uns. Die Wappenseite einer Miinze soll einem Spieler eine Geld- 
einheit Gewinn einbringen, die Schriftseite einen ebenso groBen Verlust; der 
jeweilige Stand von Gewinn und Verlust soll als positiver bzw. negativer 
Abstand an einer Geraden von einem festen Ausgangspunkte aus durch 
eine bewegliche Marke registriert werden. Nach jedem Wurf verschiebt 
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sich die Marke um eine Einheit nach rechts oder nach links; die Hin- und 
Herpendelung der Marke bei fortgesetztem Spiel ist gerade der eindimen- 
sionale Fall der beschriebenen Irrfahrt. Fiir d = 2 haben wir die Irrfahrt 
eines Spaziergingers in einem reguléren quadratischen StraBennetz, fiir 
d= 3 das angeniherte Bild der Irrfahrt eines Molekiils, das in einem 
Kristall des reguliren Systems diffundiert. 


Von den klassischen Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung iiber 
Wappen und Schrift, die mit Hilfe des beschriebenen Bildes mehrdimen- 
sional verallgemeinert werden kénnen, betrachte ich hauptsachlich diejenige 
iiber den ,,Ruin des Spielers‘*). Besitzt der Spieler Q Geldeinheiten, so 
handelt es sich um die Wahrscheinlichkeit, daB er in héchstens n Spielen 
seinen ganzen Besitz verspielt, oder auf die eindimensionale Irrfahrt be- 
zogen, um die Wahrscheinlichkeit, daB der vom Ausgangspunkt zur Zeit 
t= 0 aufbrechende, auf der Geraden aufs Geratewohl hin- und hergehende 
Punkt bis zur Zeit t = n mindestens einmal die Stelle mit der Abszisse — Q 
erreicht. Ich betrachte jetzt die Irrfahrt im d-dimensionalen Geraden- 
netz; es sei gegeben ein Knotenpunkt mit den Koordinaten a,, a,,..., @,; 
es handelt sich jetzt um die Wahrscheinlichkeit, da8 der herumirrende 
Punkt in der Zeitspanne (}<¢t<n mindestens einmal den gegebenen 
Knotenpunkt a,,a@,,...,a@, passiert. Die Wahrscheinlichkeit wachst offen- 
bar mit zunehmendem n. Es erhebt sich die Frage: strebt sie gegen die 
Sicherheit, wenn n unbegrenzt wichst? 

Ja, wenn d= 1 oder d= 2, nein, wennd>8. Diese Antwort will 
ich im folgenden begriinden. Die Frage ist iibrigens nur wenig ver- 
schieden von der folgenden: Es brechen zur Zeit ¢ = 0 zwei Punkte auf, von 
zwei gegebenen Knotenpunkten; sie irren auf die beschriebene Weise, mit der 
gleichen Geschwindigkeit 1, aber voneinander unabhangig im d-dimensionalen 
Geradennetz herum. Es handelt sich um die Wahrscheinlichkeit, daB die 
beiden sich innerhalb der Zeitspanne 0<¢t<n begegnen; wird diese 
Wahrscheinlichkeit mit wachsendem n gegen 1 streben? Ja fiir d=1, 2, 
nein fiir d—3,4,5,.... Fiir d=1 war dies Resultat, wie gesagt, 
implizite bekannt. Da8 die Punkte in héheren Dimensionen ,,mehr Platz‘‘ 
haben, um aneinander vorbeizulaufen, ist plausibel. Aber da8 der wesent- 
liche Untersehied sich beim Ubergang von der Ebene zu dem dreidimensio- 
nalen Raum einstellt, schien mir der Mitteilung wert zu sein. 

Samtliche klassischen Aufgaben iiber wiederholtes Werfen mit einer 
Miinze lassen sich als Aufgaben iiber den eindimensionalen Fall der be- 
schriebenen Irrfahrt interpretieren und viele darunter gewinnen sehr an 


*) Vgl. z. B. Markoff, Wahrscheinlichkeitsrechnung (Leipzig und Berlin 1912), 
S. 116—129. 
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Anschaulichkeit und Verallgemeinerungsfahigkeit bei dieser Interpretation. 
Ich begniige mich heute mit der Bearbeitung der erlauterten Fragestellung. 
Natiirlich kénnen samtliche Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
kinematisch interpretiert und als Aufgaben iiber irgendeine Art von Irr- 
fahrt gelesen werden. Bei den meisten Problemen, klassischen und mo- 
dernen, wird die Erfassung der Zusammenhinge, die piadagogische Ein- 
dringlichkeit des Vortrages, der Ubergang zu den Anwendungen sehr durch 
die kinematische Auffassung geférdert, soweit ich nach meinen Erfahrungen 
urteilen kann*). 


2. Ich betrachte einen Punkt, der zur Zeit t= 0 vom Koordinaten- 
anfangspunkt aufbrechend auf die eingangs beschriebene Weise im d-dimen- 
sionalen Netz herumirrt. Im Zeitpunkt t= m befindet er sich in einem 
Knotenpunkt (m=0,1,2,...).. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB 
dieser Knotenpunkt die Koordinaten z,,2,,...,2, haben soll, sei mit 
P(x, , %,,-++,%,4) bezeichnet. Es ist P,(0,0,...,0) == 1 und P, (x, ,x,,...,2%,)=0 
fiir jeden von dem Anfangspunkt verschiedenen Knotenpunkt z,, z,, ..., Z,- 
Bei jedem festen m ist P,, (z,,2,,-.-,%,) nur fiir eine endliche Anzahi 
Knotenpunkte z,,2,,...,2, von Null verschieden. Ich bemerke, dab 
notwendigerweise 


(1) a+a,+...+2,=m(mod2), wenn P,(z,,2%,,...,%,)>9. 


Die Summe der d Koordinaten des Knotenpunktes, den der wandernde 
Punkt passiert, andert sich namlich von jedem ganzzahligen Zeitpunkt 
zum nichstfolgenden um + 1 oder um — 1, also, mod. 2 gerechnet, um 
+1, ebenso wie m; fiir m=0 ist diese Summe = 0; daher ist (1) 
richtig. — P,, (a,,%,---, 24) ist eine gerade, symmetrische Funktion der 
d ganzzahligen Variabeln z,, z,, ..., 2,- 

Unter mehreren sich darbietenden Methoden*) zur Untersuchung von 





*) G. Pélya, 1. Anschauliche und elementare Darstellung der Lexisschen Disper- 
sionstheorie, Zeitschrift fiir schweizerische Statistik und Volkswirtschaft 55 (1919), 
S. 121—140; 2. Wahrscheinlichkeitstheoretisches iiber die ,Irrfahrt“, Mitteilungen 
der Physikalischen Gesellschaft Zirich 19 (1919), S. 75—86; 3. Anschaulich-experi- 
mentelle Herleitung der Gaufschen Fehlerkurve, Zeitschrift f. math. u. naturw. 
Unterr. 52 (1921), S. 57—65. 


%) (2d)™ Pm (xz, , %,---,2%¢) ist die Anzahl simtlicher Zickzackwege im Netz, die 
aus m Stiicken von der Lange 1 zusammengesetzt vom Punkt 0,0,...,0 zum Punkt 
Z,,%,..-,%@ fahren. Daher ist 


(2d)™ Pm (2,, %2;- «+ Xa) =D) (2d)"—* Pm—1 (Ys Ye» +++y Ya) 


die Summe iiber die 2d zu x,,z,,...,% nachstliegenden Knotenpunkte y,.y.,..., ye 
erstreckt. Aus dieser Rekursionsformel la8t sich iiber die relative GréBe der Wahr- 
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P., (%,, %_,---,%,) Wahle ich die klassische, die diese Wahrscheinlichkeiten 
als Koeffizienten einer rzeugenden Funktion darstellt. P, (z,, 2.,..., 2,4) 
ist eindeutig bestimmt durch die in den d Unbestimmten u,, u,, ..., u, 
identische Gleichung 





es +e“ +eMete—M 4+... + e%e+ eu * 
(2) ae 


+x +2 +2 
= > > - > Petits Ming oe he es es 


ye - 2 Ig=-s2 Iyg>-= 


Man kann, nach der Polynomialformel, die GréBen (2d)”" P,, (x,, 2,,..., ,) 
als Summen iiber Polynomialkoeffizienten aus (2) ausdriicken. Im ein- 
fachsten Fall d= 1 kommt nur die Binomialformel zur Anwendung; das 
gelaufige Resultat sieht in der jetzigen Bezeichnung so aus: 





(3) 2" P,,(z) = —_—_™ 





Ich bemerke noch die einfache Formel 


4) Rinld, 0 St nf) 


virin—vin—r! n 





Man setze in (2) u, —ig,, U,=t@,,...,U,=tg, und driicke die 
Koeffizienten P,, (z,,2,,.--,2,) auf die iibliche Weise durch ein d-faches 
Integral aus. Ich schreibe die Formeln fiir gerades und ungerades m 
getrennt hin: 

fiir z,+2,+ ... +2, =0(mod 2) 


(5) Pou (2, La, --+5 By) = 


1 C08@, + 608g, +...+ 608Gy\"* tae. ine _—tae 
md J a ‘) Or ET NTS NAD, Ay... AG, 





scheinlichkeiten P,, (z,,2,,.-.,%«) viel mehr ableiten, als in den nachfolgenden For- 
mein (8) bis (11') enthalten ist. Aus der Rekursionsformel sind die folgenden 
numerischen Werte von +™ P»(z,, 2.) auf ersichtliche Weise abgeleitet: 
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fiir x, +2, +... +2, = 1 (mod 2) 


(6) Pon—a(@,» Mgr -- +2 Be) ™ 


cane df ooo f eet) eter tena teed dy. dp 


Die Integrale sind erstreckt iiber den d-dimensionalen Wiirfel 
Jie a 3: : 3: 2 3 
(4) R 52%uS5) —-[snsy soos —F5Su5-7- 


Man kénnte auch irgendeinen andern gleich groBen und gleich orien- 
tierten Wiirfel als Integrationsgebiet wahlen. 

Zerlegt man den Integranden passend in 2 Faktoren, von denen der 
eine positiv ist, und der andere den absoluten Betrag 1 bzw. < 1 hat, so 
ergeben (5) und (6) bzw. 

(8) Peg (Bas Bos +9 Oe) S Fonte Os sve Oh 
(9) | a eee Ad See ee 

Die 2d GroBen P,,_,(1,0,...,0), P.,-,(—1,0,..., 9), 
P,,,-, (0, 1,0,...,0), ..., Ps,-,(0,.---,0, —1) haben denselben Wert, 
erscheinen jedoch durch (6) etwas verschieden ausgedriickt. Durch Addieren 
der 2d Ausdriicke und Division durch 2d erhalt man gema8 (5) 

(10) P,,-,(1, 0, 0, ..., 0) = P,. (0, 0, 0,..., 0). 
(10) mit (9), baw. mit (8) und (9) kombiniert ergibt 


(22) Panos (lias Mee ¢ +00 Me) <— Gack Or Oo e sen 0) Renate Ve Me => 03 UD 


(11’) | ne ee Pe Oe ee 
3. Es ist bei festen x,,2%,, ..., 2, 
P a 
. d \2 
lim n? P,, (2,2, ...5%4) =2(,) , wenn 2, +2,+...+2%,=0(mod2) 
aad = 
a a \2 
lim n? P,,_,(2,,%,,..-4%)=2(,") , wenn 2, + 2,-+-...+ 2%, = 1 (mod 2) 
n== 


Ich will nur die Hauptziige des Beweises andeuten. In dem durch 
(7) abgegrenzten Integrationsgebiete der Integrale (5), (6) gibt es nur zwei 
Punkte, namlich 
7, = 0, gy, =0, ..., ~g=0 und 9g, —2, 9, =47, ---s Me =; 
wo der absolute Wert des Integranden = 1 ist. 
Man betrachte zwei d-dimensionale Wiirfel von der Kantenlange 2, 
der eine soll den Mittelpunkt 0, 0,...,0, der andere den Mittelpunkt 
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m,2,..., 7” haben; sie seien mit Y%, und %, bezeichnet. Aus dem In- 
tegrationsgebiet (7) bleibt nach Wegnahme des Innern der beiden Wiirfel 
W, und BW, ein abgeschlossenes Gebiet iibrig. In diesem Gebiet hat 

| COBY, + COB Gy + ... + COB Ye 

d 
ein bestimmtes Maximum 0, 9 < 1, und der von diesem Gebiet herriihrende 
Teil der Integrale (5), (6) ist <o** bzw. <o**-'. Ich betrachte nun 
den iiber %&, erstreckten Teil des Integrals (5). Es ist 











no ff...f (mat. toe pe)" gina ~teeradg, i 
_ eos +... 4008 28 _ iat... +inete 

=f... fl eee Pr me 
a 





te +.) dtd 


~ff- fe ee “ands. dt, = (dx). 
d 


Daraus folgt (12) durch einfaches Einsetzen, wenn man lim no" = 0 
nox 
beachtet. Die in der Rechnung gelassene Liicke laBt sich durch gelaufige 
Oberlegungen ausfiillen*). Ubrigens folgt (12) in den Fallen d=1,2 
gemaB8 (3), (4) einfach aus der Wallisschen Produktformel. 

4. Der in dem Anfangspunkte zur Zeit t= 0 aufbrechende Punkt 
kann den gegebenen Knotenpunkt a,,a,,...,@, nur in einem der Zeit- 
punkte ¢= 2,4,6,... passieren, falls a, + a,-+ ... +a, gerade ist, bzw. 
nur in den Zeitpunkten ¢=1,3,5,..., wenn a,+a,+... +a, unge- 
rede. Ich beriicksichtige beide Fille gleichzeitig bei den folgenden Fest- 
setzungen. 

p,, heiBt die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der herumirrende Punkt 
wihrend der Zeitspanne 2n — 2 << ¢< 2n den Knotenpunkt a,, a,,..., a, 
passiert. 

w,, heiBt die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der herumirrende Punkt 
wahrend der Zeitspanne 2n — 2 << ¢< 2n den Knotenpunkt a,,a,,..., a, 
passiert, ohne ihn in der Zeitspanne 0 <t<2n— 2 passiert zu haben. 


-{f cd (Stl tt 


*) Vgl. z. B. G. Pélya, Berechnung eines bestimmten Integrals, Math. Ann. 74, 
S. 204—212, insbesondere 8S. 211—212. 
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a 


W,, heiBt die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der herumirrende Punkt 
den Knotenpunkt a,,a,,...,@, innerhalb der Zeitspanne 0 <t<2n 
passiert. 

Die Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeiten w,, und w, sind, m <n. 
schlieBen einander aus. Die Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeiten p,, und 
p, sind, m <n, schlieBen einander nicht aus. 

Ich fiige hinzu, daB ich diese Bezeichnungen nur im Falle anwende, 
wo |a,|+|a,|+...+ |a,| 21 ist. Ist “er Ausgangspunkt selber der zu 
passierende Punkt, so gebrauche ich die Buchstaben 
Q 


fiir dieselben Wahrscheinlichkeiten, die ich fiir einen vom Ausgangspunkt 
verschiedenen Punkt mit 


a,, @ 


P,, > wv, ? W,, 
bezeichnet habe. 


Es ist mit den unter 1 erklarten Bezeichnungen 
3.) 7, = Fo AO, ©, <p GF, 
P 


on (Ga 2 Migs + «on Mg) m , y 
3.) p,- ,jenachdem a,+a,+...+a,— mod 2 
ils toe a } a 2+ Ta, 1/ 


Es ist p, = w, nach Definition. Fiir geniigend groBe Werte von n ist 
aber offenbar p, > w,, namlich sobald Zickzackwege aus 2n (bzw. 2n — 1) 
Stiicken von der Lange 1 im Netz méglich sind, die den Knotenpunkt 
a,,@,,...,@, sowohl als Endpunkt, wie auch als Zwischenpunkt enthalten. 
Nach den Satzen iiber Addition und Multiplikation der Wahrscheinlich- 
keiten oder aus der geometrischen Anschauung ergibt sich 


1, =, P, = ©, 
1, = w; +o,, P. = W,M, + W,. 

4 o ' ' 2 
a, = w} + 2m, , + @,, P, = Ww, ow; + Uo, + Wo, + Wy. 


> are 


Formel konzentrieren 
1- a,2+2,22+2,22+...=1+@,2+ 0,27 + @,2°+.. 
+ (w, 2+ w, 2? + w,2*+...)* 
+ (w,2-+ @,2* + w,2* 4+...) 
+ won, 
P,2+ pr2z?>+ p2?*+...=w,z+w,27+ w2* +... 
+ (w,2+w,2*+...)(@,2+@,27 +...) 
+ (w,2-+w,2z?+...)(@,2+0,2°+...)" 
Het 
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Der Koeffizient von z" in der 1 ten, 2ten, 3ten,... Zeile rechts gibt die 
Wahrscheinlichkeit dafiir an, da8 der herumirrende Punkt in der Zeit- 
strecke 2n —2<¢< 2m den Knotenpunkt a,,a,,...,@, das 1te, 2te, 
3te,... Mal passiert. Die rechten Seiten dieser Formeln lassen sich noch 
etwas anders schreiben 

1+2,2+2,27+2,24+...= : ; 


— 2 3 
1—@,z—@,2* — w,z*—..: 





P,2+ Pz? + py2*+...= Steet 
‘ “ 


= 2 3 
1—@, z—@,2*—@w,2z* +... 


Ich schreibe diese Formeln noch in der Form 





1 


(14,) 1 —@,2—@,2° — a2 00" 144, 8 + 4,2* +24, 2%+...” 





2 3 _ _Prt+pet*+piz*+--. 
(14,) WSUS +S + --- MT etas tas s.... 


Die Kette, die P, (z,, z,,..-, %,) mit W,, verbindet, wird geschlossen 

durch die Formeln 

(159) Q,=0,+a,+...+,, 

(15,) W,=w,+u,+...+,, 

die unmittelbar aus der Definition der darin auftretenden GréBen folgen. 
Ich will noch die Ungleichung 

(16) Pati < ™ 

anfiihren, die aus (13,), (13,), (11), (11) folgt, und die Grenzgleichungen 





4 a ais 
(17) lim n? x, = lim n® p, = 2(*)’, 
mn © n-=x # 


die sich aus (13,), (13,) und (12) ergeben. 
5. GemaB (17) sind die drei Reihen 
e r = 1 
poo Po Pa» P “a 
a=1 n=1 a=1 n2 
entweder alle drei konvergent oder alle drei divergent. Nun ist die letzte 


Reihe divergent fiir d = 1, 2 und konvergent fiird = 3, 4, 5,.... Es folgt 
somit aus (14,) 


1— @,—o,—o,—...=0 fir d=1,2 
1— @, — @,— a, —...= 77-77 — > 0 fiir d = 3, 4, 5,... 

nach dem Abelschen Stetigkeitssatz der Potenzreihen. Das besagt nach (15,) 

lim 2, = w,+0,+ o,+...=1 fiir d=1,2; <1 fiir d=3,4.5,.... 
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Aus (14,), (15,) ergibt sich im Falle der Divergenz, d.h. fiir d = 1, 2 





: es i Pi t+ Poz*+ pyt*+... a “oe 
pontha ae w,+v,+%U,+...= tien j Py ee = lim <. = 
mit Benutzung von (17), nach einem Satz von Cesaro*). Im Falle der 

Konvergenz (d = 3, 4, 5,...) ist 
: Seas , _ AtPtPrat--- 
in ¥ = w,+ w+ w+...= coe oe see 


mit Beriicksichtigung von (16). Damit ist die erste eingangs ausge- 
sprochene Behauptung voll bewiesen. 


§. Es bleibt noch die Aufgabe iiber die Begegnung von zwei herum- 
irrenden Punkten zu behandeln. Der eine Punkt soll im Koordinaten- 
anfangspunkt 0, 0,...,0, der andere im Knotenpunkt a,, a,,...,@, seine 
Irrfahrt im Moment t= beginnen. Um die Umstinde zu prazisieren, 
unter welchen sich die beiden treffen kénnen, unterscheide ich vier Fille: 


0) \|a,|+)\a,\/+...+]|a,|=0, die Ausgangspunkte identisch. 

1) |a,|+ {a,!+...+ |a,|=1, die Ausgangspunkte benachbart. 
2) a,+a,+...+a,=0(mod2), |a,|+]/a,|+...+]|a,| ]2. 
3) a,t+a,+...+a,=1(mod2), |a,|+ |a,|+...+]a,|/23. 
Ich bezeichne die Zeitspanne n —1<t <n kurz als die ,,n-te Zeit- 


spanne“. Die Koordinaten der beiden herumirrenden Punkte im Moment 
t=n—1, zu Anfang der n-ten Zeitspanne, seien 2/, 2/,..., 24 bzw. 
ai’, xz,...,%q@. Nach der Begriindung von Formel (1) ist 
(18) wit+em+...+2—a—2—...—a 
_ fo ; " V) 2) 
=| 1 (mod 2) in den Fallen 1) 3)" 


Wie kénnen die beiden herumirrenden Punkte sich in der n-ten 
Zeitspanne begegnen? (Begegnen heiSt mindestens in einem Zeitpunkt 
denselben Raumpunkt einnehmen.) In den Fallen 1),3) mu8 die Differenz 
an der linken Seite von (18) = +1 sein, d.h. die beweglichen Punkte 
miissen sich in benachbarten Knotenpunkten befinden; sie begegnen sich 
dann in der Mitte der dazwischen liegenden Strecke von der Lange 1, 
sich kreuzend, im Moment ¢=n-—3. In den Fallen 0), 2) kénnen die 
beiden wandernden Punkte, gemaB (18), im Moment t = n —1 sich nicht 
in benachbarten Knotenpunkten befinden; sie befinden sich also entweder 
in demselben Knoten;:inkt und reisen von dort zusammen weiter, dies 


*) Cesaro, Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis. Deutsch von 
G. Kowalewski (Leipzig 1904), S. 279—280. 
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ist eine Art von Begegnung; oder sie treffen sich erst am Ende der Zeit- 
spanne, sur Zeit tm, und diese ist die andere mégliche Art von Be- 
gegnung. Haben sich die beiden Punkte in der n-ten Zeitspanne be- 
gegnet, in welcher gegenseitigen Lage befinden sie sich im Zeitpunkt t = n? 
Entweder in benachbarten Knotenpunkten, in den Fallen 1) und 3), oder 
in demselben Knotenpunkt. in den Fallen 0) und 2). In den Fallen 0) 
und 1) stellen also die wandernden Punkte am Ende jeder Zeitspanne, 
worin sie sich begegneten, ihre urspriingliche gegenseitige Lage her, die 
sie zur Zeit t = 0 innehatten. 
Ich betrachte folgende Wahrscheinlichkeiten: 


die Wahrscheinlichkeit, daB die beiden herumirrenden Punkte sich in 
der n-ten Zeitspanne begegnen; diese Wahrscheinlichkeit sei bezeichnet mit 


Th» Aas P, oder Pas 
je nachdem der Fall 0), 1), 2) oder 3) vorliegt; 
die Wahrscheinlichkeit, daB die beiden herumfahrenden Punkte sich 


in der n-ten Zeitspanne begegnen, ohne sich in irgendeiner der voran- 


gehenden n — | Zeitspannen begegnet zu haben. Diese Wahrscheinlichkeit 
sei bezeichnet mit 
w,, @,, w, oder #,, 
je nachdem der Fall ©), 1), 2) oder 3) vorliegt; 
die Wahrscheinlichkeit, daB sich die beiden innerhalb der n ersten 
Zeitspannen begegnen; diese Wahrscheinlichkeit sei bezeichnet mit 
Q,, 2,, W,, W,, 
je nach Fall 0), 1), 2), 3). 


n? 


Die Wahrscheinlichkeit p, ist ein Bruch; sein Nenner ist die Anzahl 
der Kombinationen von je zwei Zickzackwegen von der Lange n, der eine 
von 0, 0,..., 0, der andere von a,, a@,,...,@, ausgehend, d. h. der Nenner 
ist (2d)"-(2d)"=—(2d)**. Der Zahler ist die Anzahl samtlicher Zick- 
zackwege von der Lange 2n, die die beiden Punkte 0,0,...,0 und 
@,,@,,..-,@, verbinden. Also ist 


P, = P2n(@,, Gy, +++ a,), 

d. h. hat genau dieselbe Bedeutung, wie vorher in der Formel (13,), im Falle, 
wo a,+a,+...+ a, gerade ist, der hier allein in Betracht kommt. 
Uberhaupt, die Bezeichnungen z,, «,,, 2,, p,, w,, W,, bezeichnen dieselben 
Wahrscheinlichkeitsbriiche, wie vorher, und damit ist in den Fallen 0) 
und 2) die Frage erledigt. 

Ich kann mir wohl bei Behandlung der Fille 1), 3) die Einzelheiten 
der Begriindung ersparen und mich auf die Angabe der wesentlichen 
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Formeln beschriinken, deren Analogie mit den vorangehenden auch in der 
Numerierung hervorgehoben ist. 








- 1 
(13,) 4, = 5q Pan-1(1, 0, 0, ..., 0) 
- 1 
(13,) D, = gq Pen-1(@,, 4, Gy, -.., @y) 
= = oi 1 
(14,) 1 — ©, 3 — @,8* — @,8° — ... = Tea 
a eo ye Piz + pyz*+... 
(14,) 2+ 2° + H,2°+... = Be 
(15,) Q,=0,+0,+...+0, 
(15, ) W,, = #,+%,+...+@, 
(16’) Pasi <7, 
a 
- : S eee 1/d\3 
(17>) lim n =, ime p.- 4 ()*. 


Aus diesen Formeln kommt man, wie unter 5, zu dem Resultat, dab 


limQ,=1, limW,=1 fir d= 1,2 

a= a= 

limQ,<1, limW,<1 fiir d= 3, 4, 5,... 
a=@ n=a 


w. z. b. w. 
7. Der eingeschlagene Weg eignet sich auch zur numerischen Berech- 
nung der betrachteten Wahrschein ‘chkeiten. Ich behandle einen Fall, 
wo das Resultat besonders einfach « isfallt. 
Man kann (15,) auch so schreiben 


1+ (1—_2,)s+(1— Q)e*+ (1— Q,)2°+... = 


l—z 





woraus nach (14,) 

a 1 
(19) 1+ (1— 2,)2+(1— 2,)2°+...—q—ppatete) 
folgt. Nun ist im Falle d=1 nach (3), (13,) 











1 /2n 1-3-5... 2n—1 S 
y= a(n) = 2-4-6...2n (@=1), 
also , 
i+ 2,8-+ =8°+ ... = 7a (d=1), 
woraus nach (19) 
1 
1+ (1— 2,) +(1— &)8° +... = ae 


folgt. Kurzum, es ergibt sich im Falle d=1 zusammengefaBt 


1-8-5... 2n—1 1 ” 
1~ 2,= %.= “F45...08 ~ Yon aiblihad 
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Dies Resultat lat sich, gema8 der Interpretation unter 1, so lesen: 
Wenn 2n Wiirfe mit einer Miinze n-Mal Wappen und n-Mal Schrift er- 
geben, so sagt man, da8 das Spiel sich mit dem 2n-ten Wurf ,,aus- 
gleicht“. DaB das Spiel mit dem 2n-ten Wurf sich ausgleicht, ist 
ebenso wahrscheinlich (oder unwahrscheinlich), wie das Vorkommnis, daB 
das Spiel sich wahrend 2n Wiirfen iiberhaupt nie ausgleicht (weder mit 
dem 2-ten, noch mit dem 4-ten,... noch mit dem 2n-ten Wurf). 

Im Falle d = 2 ergibt sich aus (4), (13,), (14,) 

1 


2 du =a 
tines ao Me A 
m1 — —_ ao V¥(i —u?)(1—z4?) 





DaB die Koeffizienten w,,,,,,... in dieser Entwicklung positiv 
sind, ware direkt zu beweisen, und es ware zu entscheiden, ob sie mit 
wachsendem n stets abnehmen. 


(Eingegangen am 12. 1. 1921.) 


Singulire Punkte ebener algebraischer Kurven. 
Von 


Heinrich W. E. Jung in Halle a.d.8. 


Einleitung. 


Wie Herr Max Noether gezeigt hat’), kann man jeden singularen 
Punkt einer ebenen algebraischen Kurve in eine Anzahl von gewéhnlichen 
mehrfachen Punkten auflésen, und ihn also aus diesen bestehend denken. 
Diese Punkte liegen dem singulaéren Punkte unendlich nah. Die Anf- 
lésung geschieht durch eine Reihe von einfachen quadratischen Cremona- 
transformationen. Es kann dann der Beitrag, den der singulare Punkt 
zur Ordnung des Divisors der mehrfachen Punkte liefert, so berechnet 
werden, als ob die Kurve die gewéhnlichen mehrfachen Punkte hitte, 
aus denen der singulire Punkt besteht, und als ob diese Punkte getrennt 
lagen. Sind zwei Kurven C,, C, gegeben, die sich in einem Punkte 8 
treffen, der fiir eine oder beide Kurven singular ist, so kann man den 
Punkt S in eine endliche Zahl von ihm unendlich benachbarten Punkten 
oe 0, zerlegen, und zwar so, da® in jedem dieser Punkxt< die 
Kurven C, und C, gewéhnliche mehrfache Punkte haben. Es kann dabei 
eintreten, daB durch einige der Punkte die Kurve C, oder C, iiberhaupt 
nicht hindurchgeht. Man kann dann die Zahl der Schnittpunkte von C, 
und C, in S so berechnen, daS man S durch die Punkte O,, 0,,..., O, 
ersetzt und diese als getrennt liegend annimmt. In anderen Fallen kann 
es sein, daB man einen singularen Puakt nicht ohne weiteres durch die 
gewohnlichen mehrfachen Punkte ersetzen darf, aus denen er nach Herrn 
Noether besteht. Das darf man z. B. nicht bei der Berechnung des Bei- 
trages eines solchen Punktes zur Ordnung des Divisors der stationaren 
Punkte, da ja gewohnliche mehrfache Punkte hierzu keinen Beitrag liefern. 

Die Noethersche Methode ist nichts anderes als eine passende Ab- 
anderung in der Definition der Stellen in einem rationalen Kérper von 


*) Math. Ann. 9 und 28, sowie Rend. d. Circolo Mat. di Palermo 4 (1890). 
Mathematische Annalen. 84. 11 
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zwei unabhingigen Verinderlichen und lat sich ohne weiteres auf be- 
liebige algebraische Kérper anwenden. Man kann damit Kurvenscharen 
auf einer algebraischen Flaiche mit festen Punkten verwandeln in solche 
ohne Basispunkte, was eine groBe Vereinfachung bedeutet. 

Die hier vorliegenden Verhaltnisse in einer iibersichtlichen und durch- 
sichtigen Form darzustellen, ist der Zweck der folgenden Arbeit. Uber 
denselben Gegenstand ist eine Arbeit von Herrn Paul Roth erschienen®*), die 
aber nicht von der Einfachheit ist, die sich erreichen la8t. Ich beschrinke 
mich auf rationale Kérper. Die Verallgemeinerung auf beliebige alge- 
braische Kérper macht keine Schwierigkeiten. 


1. Der Kérper 7 der rationalen Funktionen von x, y. Primteiler 
erster Art. 


Wir betrachten den Kérper 7 der rationalen Funktionen von zwei 
unabhingigen Verinderlichen x, y. Ist x,, y, irgendein Wertepaar von 
z, y, so setzen wir fiir die Umgebung von z,, y, 

(1) z—%= 4, ¥—Y¥=2. 

Hierin sind x—2z, oder y—y, zu ersetzen durch z-', y-', wenn 2, 
oder y, unendlich ist. Es werden dann die Funktionen aus 7’ rationale 
Funktionen der beiden Hilfsgré8en u, v. Dadurch wird, wie wir sagen, 
eine Stelle S von T mit ihrer Umgebung definiert. Jedem endlichen 
Wertepaare u, v entspricht eine Stelle von 7 in der Umgebung von S 
und dem Wertsystem u = v= 0 entspricht die Stelle S selbst. 

Es sei G(z,y) ein irreduzibles Polynom von z, y. Fir die Um- 
gebung einer Stelle S wird 

P(u,v 

G(z,y) = ~e, 

wo P(u,v) eine irreduzible ganze rationale Funktion von u, v sein soll 
und p und g ganze nicht negative Zahlen. Es sind p, g beide Null, wenn 
2 und y an der Stelle S beide endlich sind. Wir ordnen jedem irredu- 
ziblen Polynom G einen Primteiler P (erster Stufe) erster Art zu 
und nennen P(u,v) die zugeordnete Funktion von P fiir die Stelle 8. 
Wir sagen, der Primteiler geht durch S, wenn P(u,v) fir w= v= 0 
verschwindet. Die zugeordneten Funktionen sollen nur bestimmt sein 
bis auf einen Faktor, der eine Einheit fiir die Stelle S ist, d.h. eine ge- 
wohnliche Potenzreihe von wu, v, die fiir w—v—0 nicht verschwindet. 
Geht also P nicht durch S, so kann z. B. die zugeordnete Funktion fiir 
S gleich 1 angenommen werden. Wir wollen auch umgekehrt jedem 


*) P. Roth, Monatshefte fiir Math. u. Physik 27, S. 121—162. 
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irreduziblen Polynom P(u,v) einen Primteiler entsprechen lassen. Dann 
kommen zu den bisher definierten noch zwei Primteiler hinzu. Ist nam- 


lich an der Stelle S etwa z, unendlich, also 1 =u, 80 ist u die zuge- 


ordnete Funktion eines Primteilers, den wir mit LZ bezeichnen. Er ist 
auch definiert durch z= co, y beliebig. Entsprechend bezeichnen wir 
den Primteiler, der durch x beliebig, y = cc, definiert ist, mit M. 

Es sei P ein Primteiler und £ eine Stelle, durch die P geht. 
P(u,v) sei die zugeordnete Funktion von P fiir die Stelle S. Es sei R 
eine Funktion aus JT und R(u,v) die Darstellung von R in der Um- 
gebung von S. Wenn dann R(u,v) das Polynom P( u,v) in der a-ten 
Potenz enthalt, sagen wir R enthalt den Primteiler P in der «-ten Potenz. 
Es gilt der Satz, daB sich jede Funktion aus R auf eine und nur eine 
Art in eine endliche Zahl von Primteilern erster Art zerlegen laft. 

Ein Produkt von irgendwelchen Primteilern, jeden in einer ganz- 
zahligen Potenz genommen, hei&t Divisor. Ist keine der Potenzen nega- 
tiv, so hei®t der Divisor ganz. Die Divisoren werden in Klassen einge- 
teilt, indem zwei Divisoren dann und nur dann zu derselben Klasse ge- 
héren, wenn ihr Quotient eine Funktion des Kérpers 7 ist. Divisoren 
derselben Klasse heiBen zueinander dquivalent (~). 

Die Funktionen des Kérpers 7' bilden eine Klasse, die die Haupt- 
klasse hei®t. Sie enthailt auch den Divisor 1. Von besonderer Wichtig- 
keit ist noch die Differentialklasse oder die kanonische Klasse, die 
folgendermaBen definiert ist. In der Umgebung jeder Stelle S haben wir 


(2) dzdy =Q(u,v)dudv. 
Enthalt Q(u,v) die «-te Potenz der zugeordneten Funktion eines Prim- 
teilers P, so nehmen wir P in einen zu bildenden Divisor K in der 


«-ten Potenz auf. Die Klasse (K), der K angehdrt, ist die kanonische 
Klasse. Es ist iibrigens, wie man leicht sieht, 


(3) Eau L*y 


2. Primteiler zweiter Art. 


Ist G(x,y) das Polynom, dessen Zahler der Primteiler P ist, so 
entspricht dem Primteiler P die Kurve G(z,y)= 0 oder auch der alge- 
braische Kérper einer Veranderlichen, in den 7 fiir G0 tibergeht. Wir 
bezeichnen diesen Kérper auch mit P, ja wir nennen ihn geradezu den 
Primteiler P. Den Ubergang von 7' zum Kérper P driicken wir dadurch 
aus, daB wir sagen, wir setzen P =). Der Korper P steht zu 7 in der 
Beziehung, daB jeder Funktion aus 7 eine aus P entspricht und da® die 
Gleichungen, die zwischen den Funktionen aus 7 bestzhen, auch zwischen 

i 
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den ihnen entsprechenden Funktionen aus P bestehen. Wir werden so 
dazu gefiihrt, jeden Kérper P einer Verinderlichen, der in dieser Beziehung 
zu 7 steht, einen Primteiler erster Stufe zu nennen. Eine Funktion R 
aus 7 enthailt dann P in positiver Potenz, wenn ihr in P die Zahl 0 
entspricht, wenn sie also fiir P= 0 zu Null wird. 


Es sind zwei Faille zu unterscheiden. 


a) Es werden x und y fiir P= 0 nicht beide konstant. Dann ist P 
einer der in Nr. 1 definierten Primteiler erster Art. 


b) Es werden z und y fiir P = 0 beide konstant, etwa gleich z,, y,. 
Wir bezeichnen die Stelle z,, y, mit S. Es miissen dann fiir P = 0 die 
HilfsgréBen u,v beide verschwinden. Da aber fiir P= 0 jede Funktion 
aus 7’ in eine ganz bestimmte Funktion des Kérpers P iibergeht und 
nicht etwa unbestimmt werden darf, so miissen wu und v in voneinander 
abhangiger Weise der Null zustreben. Dies fiihrt zu folgender Definition. 

Es sei 


(4) v,(u) =a, u%+ a,u%+---+a,_,u""-!+ tu”, 


wo @,<«a,<...<«, positive rationale Zahlen sein sollen, wo die a; 
Konstante sind und ¢ ein Parameter ist. Wir stellen in der Umgebung 
von S alle Funktionen aus 7 als rationale Funktionen von u,v dar, 
setzen v = v,(u) und entwickeln nach steigenden Potenzen von u. Setzen 
wir dann u =, so gehen die Funktionen aus 7’ iiber in rationale Funk- 
tionen von ¢t. Wir erhalten so einen Kérper einer Veranderlichen, der 
nach unserer Definition ein Primteiler von 7 ist. Sein Geschlecht ist 
Null. Wir sagen, er gehdrt zur Stelle S und nennen die definierten 
Primteiler von der zweiten Art. Wir bezeichnen sie mit 8 unter Hin- 
zufiigung eines Index. Der durch (4) definierte Primteiler heiBe %,. 


Es sei in (4) der Hauptnenner aller «, gleich 6, und der der ersten 
y—1 gleich y und es sei By = dy. Wenn wir dann u y-mal den Punkt 
u = 0 umlaufen lassen, so andert sich in (4) nur der letzte Summand, 
der eine primitive 6-te Einheitswurzel m als Faktor aufnimmt. Dasselbe 
erreichen wir dadurch, da wir ¢ durch tw ersetzen. Es seien v,,v,,...,v," 
die zu (4) konjugierten Entwicklungen. Wir setzen , 


B, — (v—v,)(v—v,)...(0 — vy) = Norm (v — 9,) 


und nennen B, die Eichfunktion von $,. Ist «,—,/f,, so ist B, eine 
ganze rationale Funktion von u,v vom Grade (f,,8,). Lassen wir u 
den Punkt u = y-mal umlaufen, so dndert sich B, nicht, da die »v; 
sich nur vertauschen. Nach dem eben Bemerkten darf sich also B, auch 
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nicht andern, wenn man ¢ durch tw ersetzt. Es ist also B, eine ganze 
rationale Funktion von t’. Wir setzen 


(5) =r,, B,=B, (u,v; t,) = Norm (v — »,). 


Es sei R eine Funktion aus 7, die fiir 8,0 nicht konstant wird. 
Es ist dann, nach steigenden Potenzen von u entwickelt , 


R(u,v,)=r(t)+(w), 
wo (u) fiir «0 verschwindet. Lassen wir u wieder den Punkt u = 0 
y-mal umlaufen, so andert sich r(t) nicht, da es von wu gar nicht abbangt. 
Es darf sich also auch r(¢) nicht andern, wenn man ¢ durch ¢w ersetzt, 
d. h. es ist r(t) eine rationale Funktion von +,. Es werden also fiir 
%,= 0 die Funktionen aus 7 rationale Funktionen von 1,. Andererseits 
gehért tr, dem Kérper $, an. Denn die Funktion 


B, (u,v; rf) 





geht fiir B,— 0 in (1, — t{)/(t, —t/’) iiber. 
Ist R wieder eine Funktion aus 7’ und beginnt die Entwicklung von 


R(u,v,(w)) nach steigenden Potenzen von u mit der 4-ten Potenz von 
1 


uP’, 80 sagen wir, R ist durch die 4-te Potenz von %, teilbar. Also ist 
%, in einer Funktion aus 7 immer in einer ganzzahligen Potenz ent- 
halten, wenn es iiberhaupt darin enthalten ist. Andererseits gibt es immer 


eine rationale Funktion von u,v, also eine Funktion aus 7, die fir 
1 


v=v,(u) genau durch die erste Potenz von uh, also auch von %, teil- 
bar wird. Wir kénnen also die Teilbarkeit durch einen Divisor erster 
oder zweiter Art gleichmaBig so definieren: Jst P ein Primteiler des 
Korpers T, so gibt es immer eine Funktion Il aus T, die von médglichst 
niedriger Ordnung Null wird fiir P=0. Ist dann R irgendeine Funk- 
tion aus 7, und wird RJI~ fiir P =0 weder Null noch unendlich, so 
ist R genau durch P’ teilbar oder enthalt P genau in der i-ten Potenz. 

Wird eine Funktion R aus 7 an einer Stelle S Null, so enthalt 
sie offenbar jeden zu dieser Stelle gehérenden Primteiler zweiter Art in 
positiver Potenz, woraus folgt, daB jede Funktion aus 7' unendlich viele 
Primteiler zweiter Art enthalt. Man kann zwar von jedem Primteiler 
zweiter Art angeben, ob und in welcher Potenz er in einer Funktion aus 
T enthalten ist, aber man kann nicht explizit alle in einer Funktion 
aus 7' enthaltenen Primteiler zweiter Art angeben. Das ist auch nicht 
notwendig, da ja eine Funktion aus 7' schon durch die in ihr enthaltenen 
Primteiler erster Art vollkommen bestimmt ist. Wir kénnen die Prim- 
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teiler zweiter Art, die in einer Funktion enthalten sind, auf die in ihr 

enthaltenen Primteiler erster Art verteilen, indem wir die Teilbarkeit 

eines Primteilers P erster Art durch einen zweiter Art in folgender Weise 

definieren. Ist P(u,v) die zugeordnete Funktion von P fiir die Stelle 8, 

zu der der Primteiler zweiter Art B, gehdrt, und ist P(u,v,(u)) durch 
a 


u” teilbar, so sagen wir, der Primteiler ist durch die i-te Potenz von 
%, teilbar. So sieht man deutlich, wie die Primteiler zweiter Art durch 
die der ersten Art mitbestimmt sind. 


3. Andere Definition der Stellen des Kérpers 7. 


Es sei wieder S§ eine Stelle von 7 und u,v seien die HilfsgréBen, 
durch die wir in der Umgebung von S die Funktionen aus 7’ darstellen. 
Wir kénnen dann statt u,v auf mannigfache Art neue HilfsgréBen, die 
wir mit 2, u bezeichnen wollen, einfiihren. Die Transformationen, die wir 
dazu verwenden, sind von der Art, wie sie Herr Noether zur Auflésung 
von Singularititen algebraischer Kurven verwandt hat; und wir werden 
sie hier auch dazu benutzen. Zunichst setzen wir 


(6) u=a,u'+b,v’, v=c,u'+d,v’, a,d, — b,c, +0. 


Es entspricht jedem Wertepaar u,v ein Wertepaar u’, v’ und umgekebrt, 
da ja nur endliche Werte in Frage kommen. Wir setzen dann 


(7) I. w’=4,v,, o' =4%,; IT. w= a, of = uo 


und verwenden I fiir |v,!< 7, II fiir |v) < - , Wo r eine positive Zahl 
sein soll. Es gilt also 


US wenn |“ cn, II, wenn “l>r, 
lw v |= 

so daB jedem Wertepaar u’,v’ in der Umgebung von 8 ein Wertepsar 
u,,v, oder u,v entspricht und umgekehrt. Definieren wir jetzt eine 
Stelle durch die Werte, die u,,v, oder u“’, » dort haben, so entspricht 
jeder Stelle in der Umgebung von S wieder eine Stelle, aber S selbst 
entsprechen unendlich viele Stellen, da jeder Stelle, wo u, oder u® gleich 
Null ist, wihrend v, oder v” endlich ist, die Stelle u’ =v’ =0, dh. 8 
entspricht. Alle diese Stellen nennen wir Stellen erster Ordnung oder 
genauer Stellen, die S in erster Ordnung unendlich nahe sind, eine Be- 
zeichnung, die von Herrn Noether eingefiihrt ist. S selbst nennen wir 
eine Stelle nullter Ordnung. Es sei S, eine Stelle erster Ordnung und 
es habe dort v, den Wert J,. Dann setzen wir 


u%=4, ow=—h+pn 
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und haben wegen (6) und (7) 
(8) u=(a,+b,+a,u)4, v=(¢4+4d,+¢,4). 


Fiir kleine Werte von i, « erhalten wir dann alle Stellen, die in der 
Umgebung von S, liegen. Da die Funktionen aus 7 in der Umgebung 
von § rational in u,v sind, so sind sie in der Umgebung von §, rationale 
Funktionen der HilfsgréBen 4, u. Natiirlich liefert uns die Stelle S, mit 
ihrer Umgebung nicht die ganze Umgebung von S. Aber eine endliche 
Zahl von Stellen erster Ordnung mit ihren Umgebungen liefert uns die 
ganze Umgebung von S, z. B. die beiden Stellen u,=—0, v,=—0 und 
u =, v®—0 bei passender Definition ihrer Umgebungen. Die Stellen 
erster Ordnung haben die wesentliche Eigenschaft der Stellen nullter Ord- 
nung, namlich, daB in ihrer Umgebung die Funktionen aus 7’ rationale 
Funktionen zweier HilfsgréBen werden, die dem Kérper 7 selbst an- 
gehéren, und dasselbe gilt auch von den nun zu definierenden Stellen 
héherer Ordnung. 

Gerade so wie wir die Stelle S in unendlich viele Stellen erster Ord- 
nung zersprengt haben, kénnen wir auch eine oder mehrere Stellen erster 
Ordnung in unendlich viele Stellen verwandeln, die wir dann mit Herrn 


Noether Stellen zweiter Ordnung nennen; und so kénnen wir fortfahren. 
Wir erhalten das Ergebnis: 


Ist S eine Stelle des Korpers T und sind u,v die zu thr gehdrigen 
HilfegréBen, so kénnen wir statt u,v neue Hilfsgrdfen i, u einfihren, 
die rationale Funktionen von u,v sind, durch Gleichungen von der Form 


(9) u=g(4,u), v=h(d,p), 


wo g und h ganze rationale Funktionen von i, u sind, und zwar so, 
daB kleinen Werten von i, u Werte von u,v in der Umgebung von 8 
entsprechen. Durch eine endliche Zahl von solchen Transformationen 
erhalt man alle Stellen von T in der Umgebung von 8. 

Durch Benutzung der Transformation (9) werden die Funktionen aus 
T rationale Funktionen von 4, u, und fiir kleine Werte von 4, u wird 
uns dadurch eine Stelle von 7 mit ihrer Umgebung definiert. Wir be- 
zeichnen diese Stelle mit S,; sie sei etwa von der r-ten Ordnung. Jede 
der Transformationen der Form (9) definiert uns so eine aus § hervor- 
gegangene Stelle héherer Ordnung. Es sind jetzt die Stellen des Kérpers T 
anders definiert als in Nr. 1, indem die Stelle § als solche verschwunden 
ist und statt ihrer unendlich viele andere Stellen aufgetreten sind. Wenn 
auch die in Nr. 1 verwandte Definition die einfachste und natiirlichste 
ist, so ist doch die hier benutzte Definition der friiheren durchaus gleich- 
berechtigt. Welche Definition in einem gegebenen Fall die praktischere 
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ist, hingt ganz von den Umstanden ab, wie wir noch weiter unten sehen 
werden. Die Abanderung in der Definition der Stellen ist aufzufassen als 
eine Cremona-Transformation, wenn sie auch nicht von der iiblichen Art 
ist, da ja die unabhangigen Verinderlichen dieselben bleiben und nur fiir 
eine Stelle (oder mehrere) neue HilfsgréBen eingefiihrt werden. Es sind 
eben die Stellen eines algebraischen Korpers zweier Veranderlichen durch 
Angabe der unabhangigen Veranderlichen noch nicht definiert. 

Die einzelnen Transformationen, die zu (9) fiihren, kénnen wir in 
der Form annehmen 


u=(«,+a,v,)4u,, v=(y,+ ¢,%,)4u,, 
(10) U, = (@, + 4,0, ) Uy, V, = (Yo + Cy, ) Uy 
Up, = (¢, + G,U,) Uy, U-1= (7r + C, U,) Uy , 

(11) w.=4, v, =p. 


Hieraus ergeben sich folgende Eigenschaften der Polynome g, h in (9). 
Zunichst haben g und A den gemeinsamen Faktor 4. Denn nach den 
Gleichungen (10) haben wu und w den Faktor u,, und wu, ist durch u,, 
uw, durch uw, usw. teilbar, schlieBlich u,., durch u,—A. Ferner ist ein 
Faktor von g oder h, der fiir 4 4—=0 verschwindet, immer gleich 4 
oder 4. Wir kénnen also die Polynome g und hf in der Form schreiben: 


(12) g "EB, (4, 2), h=i"u%E, (A, u), 


wo E, und #, Polynome sind, die fir 4—«—=0O nicht verschwinden, 
und wo p, p, >0. Das beweisen wir durch den Schlu8 von r —1 auf r. 
Da8 fiir r=1 die Behauptung richtig ist, sieht man sofort. Nun sei sie 
auch richtig fiir r — 1 quadratische Transformationen, wie sie in (10) an- 
gegeben sind. Dann ergibt sich aus den r —1 letzten der Gleichungs- 
paare (10) 

u, =A" whe, (A, mu), v, =A™ ure, (A, 1), 


wo e, und e, fiir 4 = 4 = 0 nicht verschwinden. In Verbindung mit dem 
ersten der Gleichungspaare (10) ergibt sich 


u=g(d4,u)=A" w"(a, +a, 4" we, Je, 
v=h(d, 4) =A" w%(y, + cA" we), 


woraus sich die Richtigkeit unserer Behauptung auch fiir r quadratische 
Transformationen der Art (10) ergibt. 
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4. Kurven. 


Es sei P ein Primteiler, der durch die Stelle S geht, und P(u, v) 
sei seine zugeordnete Funktion fiir S, so daB P(0,0)—0. Wir be- 
trachten P in der Umgebung der Stelle §,, die wir durch die Trans- 
formation (9) erhalten. Wir unterscheiden zwei Fille. Im ersten sei in 
(12) ¢,g. = 0, im zweiten g,g,>0. Im ersten Fall wird fiir die Um- 
gebung von S, 


(13) P(u, v) =a? B(A, u), (p>), 
im zweiten 
(14) P(u,v) =A? nt BA, n), (p>0, g>0), 


wo beidemal $§(4, 4) ein Polynom ist. Der Kérper 7 ist der Kérper 
der rationalen Funktionen von x,y oder von u,v oder von 4,u. Es 
geht 7' iiber in den Primteiler P, wenn wir festsetzen, daB zwischen u 
und v die Gleichung P(u, v) = 0 bestehen soll. Aus (13) und (14) folgt, 
da8 P(u,v) Null wird, wenn 4==0 oder (4, 4) = 90 und im zweiten 
Falle auch, wenn «4 =0. Setzen wir aber fest, daB zwischen 4 und 
eine algebraische Gleichung bestehen soll, so geht der Kérper 7’, der ja 
auch aus allen rationalen Funktionen von A, besteht, iiber in einen 
K6rper einer Veranderlichen, also in einen Primteiler. Der Kérper, der 
durch 4 = 0 definiert wird, kann nicht der Kérper P sein, da fiir 4 =- 0 
u und wv beide Null werden. Es kann also der durch 4=0 definierte 
Kérper nur ein Primteiler zweiter Art sein. Er heiBe $,. Ebenso kann 
im zweiten Falle der durch «= 0 definierte Kérper nur ein Primteiler 
zweiter Art sein. Daraus folgt, daS der Primteiler { in der Umgebung 
von 8, durch $(4, ~) = 0 definiert wird. 

Der Kérper P ist natiirlich ganz unabhingig davon, wie wir die 
Stellen von 7 definieren. Aber der Primteiler P andert sich doch bei 
anderer Definition der Stellen. Lassen wir dieselben Definitionen gelten 
wie vorher, so ist %(4, ~) die zugeordnete Funktion von P fiir die Stelle 
S,. Diese wird nicht Null fiir 20, d.h. 8,= 0, wiahrend vorher die 
zugeordnete Funktion P(u,v) von P fiir 8,0 verschwand. Wahrend 
also vorher nach unserer Definition der Primteiler erster Art P den Prim- 
teiler zweiter Art 6, enthilt, ist das bei der neuen Definition der Stellen 
nicht mehr der Fall. Damit steht in Zusammenhang, da8 jetzt der Prim- 
teiler $, durch eine Gleichung zwischen den HilfsgréBen 4, «, namlich 
durch 4= 0, definiert wird. Es hat also %, fiir die Stelle 8, eine zu- 
geordnete Funktion, nimlich 4. Es ist mit anderen Worten 8, ein Prim- 
teiler erster Art geworden. Um bequem unterscheiden zu kénnen, ob wir 
einen Primteiler nach der urspriinglichen oder nach der neuen Definition 
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betrachten, nennen wir ihn im zweiten Falle Primkurve. Wir bezeichnen 
ferner die dem Primteiler erster Art P entsprechende Kurve mit %. Die 
einem Primteiler zweiter Art entsprechende Kurve bezeichnen wir genau 
wie den Primteiler. Es sei noch einmal ausdriicklich hervorgehoben, daB 
die algebraischen Kérper P und § identisch sind, wenn die dem Prim- 
teiler P entsprechende Kurve ist. 

Wir teilen die Kurven auch in Kurven erster und zweiter Art ein, 
je nachdem sie zugeordnete Funktionen haben oder nicht. Dann entspricht 
einem Primteiler erster Art immer eine Kurve erster Art. Dagegen gibt 
es Primteiler zweiter Art, denen eine Kurve erster Art entspricht. Ist 
%. einer dieser Primteiler und ist 8, eine der neuen Stellen, durch die 
%. geht, so muB fir 8,—0 sowohl u wie v verschwinden, es muB also 
die zugeordnete Funktion %,(4, ~) von %, fiir die Stelle S, ein gemein- 
samer Teiler von u und »v sein, also nach dem oben Bewiesenen entweder 
A oder uw. Da, wie wir oben gesehen haben, eine endliche Zahl von neuen 
Stellen mit ihren Umgebungen uns die ganze Umgebung der transformierten 
Stelle S liefert, so gibt es nur eine endliche Zahi von Primteilern zweiter 
Art, die in Kurven erster Art iibergehen. Diese seien 


(15) *. een = 
Es sei B, (u,v; 1,) die Eichfunktion von %,; sie sei in u,v vom Grade 
(Pe, By ). 

Ist P irgendein Primteiler erster Art, und ist 8, in P in der Potenz 
y. enthalten, so setzen wir 
(16) Br Bl... Ble —2(P). 
Die Primkurve §§ unterscheidet sich vom Primteiler P nur dadurch, da& 
sie die Primteiler $, nicht mehr enthalt, so daB die Gleichung besteht 
(17) F =$s(P)=—= FB" BF... Bre. 


Diese Gleichung hat nicht nur eine symbolische Bedeutung. Ist namlich 
P(u,v) die zugeordnete Funktion von P fiir die Stelle S und sind 
$A, 4), B,(4, #) die zugeordneten Funktionen von $ und 8; fiir die 
aus § durch die Substitution (9) hervorgehende Stelle 8,, so besteht die 
Gleichung 


(18) P(u, v) = B(A, wu) Bi (A, w) BY (A, w) ... Ble (a, w), 
wenn wir die zugeordnete Funktion einer Kurve fiir eine Stelle gleich 1 


annehmen, wenn die Kurve durch diese Stelle nicht geht. Wir sagen: 
$B entspricht P und BsP geht aus P hervor. 


Wir hatten die an der Stelle 8, durch 4=0 definierte Primkurve 
mit %, bezeichnet. Es ist §, auch ein Primteiler zweiter Art. Wie ist 
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seine Definition als solcher? Wir schreiben die zur Stelle S, fihrenden 
Transformationsformeln (9) in der Form 


(19) u=g(d,m)= GA" + gam +---, v= h(d, pH). 

Aus der ersten dieser Gleichungen ergibt sich 4 als gewéhnliche Potenz- 
1 

reihe von u®, Setzen wir dies in die zweite Gleichung ein, so folgt fiir 

v eine Darstellung 


(20) v=v= a,u%+a,u%+---+tau"+---, 


Hierin seien @,, @,,..-,@,-, von mw unabhingig, also Zahlen, wiahrend a, 
von mw wirklich abhaingig sei. Um den Kérper %, aus dem Kérper 7 zu 
erhalten, haben wir zwei Méglichkeiten. Einmal kénnen wir die Funktionen 
aus 7 mit Hilfe von (19) als rationale Funktionen von A, u darstellen 
und dann 4 = 0 setzen, oder wir kénnen die Funktionen aus 7’ als rationale 
Funktionen von u,v darstellen, fiir v die Entwicklung v) aus (20) ein- 
fiihren und dann u=0 setzen. Bei der zweiten Methode werden die 
Funktionen aus 7' rationale Funktionen des einen Koeffizienten a,. Die 
folgenden Koeffizienten in (20) fallen fiir «0 fort, da sie eine hdhere 
Potenz von u zum Faktor haben als a,. Daraus ergibt sich, daf 


(21) v, = a,u"+a,u%+---+a,,u-!+ tu” 
die den Primteiler 8, definierende Funktion sein mu8. Den Hauptnenner 
der Exponenten «, bezeichnen wir wieder wie oben mit f, und setzen 
auch wieder 
» & 

By 
und verwenden iiberhaupt die friiheren Bezeichnungen. 

Es ist 4 offenbar eine Funktion aus 7, die fiir 8, — 0 von méglichst 
1 


(22 ty 


niedriger Ordnung verschwindet. Sie mu8 also genau durch u® teilbar 
sein. Aus (19) folgt daher, daB 


(28) Pp, = 8, . 


5. Kurvenklassen. Die kanonische Kurvenklasse. 


Gerade so wie sich jede Funktion aus 7’ auf eine und nur eine Art 
in Primteiler erster Art zerlegen laBt, lat sie sich auch eindeutig in 
Primkurven erster Art zerlegen. Die zweite Zerlegung geht aus der ersten 
durch die Transformation (17) hervor. Das Produkt irgendwelcher Prim- 
kurven, jede in einer ganzzahligen Potenz, nunnen wir eine Kurve. Wir 
rechnen zwei Kurven in dieselbe Klasse, wenn ihr Quotient eine Funktion 
des Kérpers 7’ ist. Zwei derselben Klasse angehérende Kurven nennen 
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wir aquivalent (~). Unter den Klassen sind wieder hervorzuheben einmal 
die Hauptklasse (1), die den Funktionen aus 7 entspricht und die die 
Zahl 1 enthalt, und dann die Differentialklasse, die wir mit (%) bezeichnen. 
Diese ist nicht identisch mit der kanonischen Klasse (K) der Primteiler, 
wie wir jetzt zeigen. 

Fiir die Umgebung einer von § verschiedenen Stelle ist es genau wie 
vorher. Fiir die Umgebung von S haben wir zunichst wie in (2) 


dzdy = Q(u, v)dudv. 


Hier ist Q die zugeordnete Funktion eines Divisors, den wir mit K be- 
zeichnet haben. Fiir die Umgebung einer der Stellen, die aus S hervor- 
gehen, etwa der Stelle S,, haben wir weiter 


dudv = B(i, u)didu. 


Enthalt B(i, ~) einen irreduziblen Faktor $(4,), der fir 4=u = 
verschwindet in der p-ten Potenz, so nehmen wir die Primkurve %, deren 
zugeordnete Funktion (4, ~) ist, in eine zu bildende Kurve % in der 
p-ten Potenz auf. Dies haben wir fiir alle Stellen zu tun, die aus S 
hervorgehen. Setzen wir dann 


(24) R= KS, 


so ist fiir die Umgebung jeder von S verschiedenen Stelle, da fiir diese 
Stellen B = 1 ist, 


dzdy = Sdudv 
und fiir jede aus S hervorgegangene Stelle ist 
dzdy=didu, 


wo in beiden Fallen unter & die zugeordnete Funktion der Kurve § fiir 
die betreffende Stelle zu verstehen ist. Die Klasse (§) nennen wir dann 
die kanonische Kurvenklasse des Kérpers 7’. 
Es bleibt 8 zu bestimmen. Wir betrachten wieder die Stelle S,. 
Zu ihr fiihzen die Transformationen (10), (11), aus denen folgt 
dudv = (a,c, — y,a,)u, du, dv,, 
du, dv, = (a,c, — 7,4) u,du,dv,, 


du,_,dv,_, = (a,c, — y,@,)u,didu, 
also 


(25) dudv=Cu,u,...u,didu, 


wo C eine Konstante ist. Wie wir in Nr. 3 gesehen haben, kénnen 
U,,U,,.--,%, als Faktoren, die fiir 4 — 4 —0 verschwinden, nur 4 oder 
mw haben. 4 ist, wie wir sahen, immer die zugeordnete Funktion einer 
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der Kurven %,,...,%,. Ferner ist w=. Und wenn eine der Funk- 
tionen u,, U,,..., Up; den Faktor « hat, z. B. u,, so haben diesen Faktor 
auch u,,v,, dann u,,v, und also auch u,v, wie aus (10) folgt, d. h. es 
ist fiir «= 0 sowohl u wie v Null und auch yw ist in diesem Fall die zu- 
geordnete Funktion einer der Kurven %,, %,,..., 6,. Daher ergibt sich 
aus (25), daB die Kurve § die Form hat 


(26) B= BBL... Ble. 
Wir bestimmen den Exponenten £,. Nach (19), (20), (22) und (23) ist 


u=gid* tg ahtt+..., v=a,u%+---+tau"+..-. 
ape 


B, 


also 
_ 2(u,0) | 2(m,m) Oe ee ee | Pe PY 
dude re didn ={h; gya?t* + a, ou tldidu, 
da a, der erste Koeffizient a; ist, der von « wirklich abhangt. Der Faktor 
von didw ist also genau teilbar durch 
ght a% 
oder durch 


jit ite 
so daB f, =p, + p —1. Wir haben also 
(27) bi = Bi + Bi —1, (é=1, 2,...,@): 


6. Zahl der Schnittpunkte zweier Divisoren oder zweier Kurven. 


Es sei P ein Primteiler erster Art und P(u,wv) seine zugeordnete 
Funktion fiir eine Stelle 8’. Es gehe P durch 8’, so daB P(0,0)=0. 
Wir kénnen annehmen, daB in P(u,v) das Glied »™ vorkommt, wenn m 
die Dimension der Glieder niedrigster Ordnung ist. Wir wiirden sonst 
statt u,v neue HilfsgréBen durch eine passende homogene lineare Sub- 
stitution einfiihren. Die Gleichung 

P(u,v)=0 


ergibt fiir v eine oder mehrere Potenzreihen von u, die fiir u = 0 ver- 
schwinden. Eine sei 

(28) v, = eu +e,u's+--- 

1 

Sie schreite nach steigenden ganzen Potenzen von uw” fort. Diese Ent- 
wicklung definiert eine Stelle des Kérpers P mit dem zugehérigen Prim- 
teiler. Die Stelle und der Primteiler heiBe ». Zum Unterschied von den 
Primteilern des Kérpers 7’ heiBen diese Primteiler zweiter Stufe. Ist 
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Q(u,wv) die zugeordnete Funktion irgendeines Divisors Q, der den Prim- 


teiler P nicht enthalt, und ist Q(u,v,) genau durch die g-te Potenz von 
1 


u™ teilbar, so sagen wir, Q wird an der Stelle p von der g-ten Ordnung 
Null oder Q ist durch p* teilbar. Ist q derjenige Divisor des Kérpers P, 
der jeden Primteiler von P so oft enthalt, wie er in Q enthalten ist, so 
sagen wir, Q geht fiir P = 0 in q iiber. Ist Q'~ Q, also R = Q/Q’ eine 
Funktion aus 7, und geht Q’ fiir P = 0 iiber in q’, so geht R fir P= 0 
iiber in q/q’, so daB q ~~ q’. Daraus ergibt sich, da8 die Divisoren einer 
Klasse von 7’ in die Divisoren einer Klasse von P iibergehen. Die Ordnung 
der Klasse (q), in die die Klasse (Q) fiir P = 0 iibergeht, bezeichnen wir mit 


(P, Q) 
und nennen sie die Zahl der Schnittpunkte von P und Q. Danach ist 
(29) - (P,Q)=(P,Q’), wenn Q~Q’. 


Hiernach ist (P,Q) auch definiert, wenn P in Q enthalten ist. Denn die 
Klasse (Q) enthalt immer Divisoren Q’, die zu P teilerfremd sind. Ist P 
kein Primteiler, sondern etwa 


P =P? PP... 
so definieren wir (P,Q) durch 
(P,Q) = p,(P,,Q) + p(P2,Q)+---- 


Ist 

Q=Q°Q*..., 
so wird hiernach und nach der Definition von (P;, Q) 
(30) (P,Q) = > p,9,(P,: Q,)- 
SchlieBlich ist noch 
(31) (P,Q) =(Q, P). 


Um das zu beweisen, geniigt es wegen (30) die Gleichung (31) fiir den 
Fall zu beweisen, wo P und Q (voneinander verschiedene) Primteiler sind. 
Es sei S’ eine Stelle, durch die P und Q gehen. Wir bezeichnen den 
Beitrag dieser Stelle zu (P,Q) mit (P,Q),. Dann geniigt es zu be- 


weisen, daB 
(P, Q)o =(Q, P)o- 
Es ergibt sich aber, daB das Produkt 


TT(»,—»"), 


wo v, alle Lésungen von P(u,v)=0 und v® alle von Q(u,v)=0 
durchlauft, die fiir «0 verschwinden, genau durch die (P, Q),-te Potenz 
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von u teilbar ist, womit eine symmetrische Definition von (P, Q), ge- 
wonnen ist. AuBerdem sieht man ein, daB die Bezeichnung von (P,Q) 
als Zahl der Schnittpunkte von P und Q berechtigt ist. 

Wir definieren noch einen Divisor des Primteilers oder Kérpers P, 
der besonders wichtig ist. Es sei wieder S’ eine Stelle von 7’, durch die 
P geht, und es sei wieder die Entwicklung v,, die durch (28) gegeben 
ist, eine Lésung von P(u,v)=0. Wir bilden einen Divisor dp des 
Kérpers P, in den wir den durch v, definierten Primteiler p so oft auf- 
aufnehmen, wie er in . 


(32) } = 


enthalten ist. In derselben Weise soll fiir jeden Primteiler von P ent- 
schieden werden, ob und wie oft er in Dp aufzunehmen ist. Da fir 
P(u,v)=0 auch Fdu+  dv=0, so kann man statt (32) auch 


i < benutzen. Wir nennen Dp den Divisor der mehrfachen Stellen 


von P und bezeichnen seine Ordnung mit 2op. Sie ist immer eine grade 

Zahl. Das ergibt sich in folgender Weise. Es sei 20, der Beitrag der Stelle 

S’ zu 2op. Es geniigt zu zeigen, daB 20, grade ist. Es seien ferner 

P,, De, ---p, die Primteiler von P, die an der Stelle 8S’ von 7 liegen. 

Die p, definierende Reihe sei v,,. Sie schreite nach ganzen Potenzen von 
1 


u’s fort. Wenn u den Punkt 0 in der GauSschen u-Ebene einmal um- 
lauft, gehe v,, iiber in v,,, ¥;. in v;,5,..-, in %,. 
Zuniachst ist du teilbar durch 
| ae a <a 
Es sei ferner = teilbar durch die r,-te Potenz von p,, so daB 
(33) 2o5=t, +1 +---+14,—{(r.—-1I) +(%—1I) +--+ +(7,—1)}- 
Dann ist " 


oP 
év 


i”; 


-1 


—(u, ¥;,) = ue, (w), 


wo e;,(0)+0. Lassen wir w den Nullpunkt einmal umlaufen, so gehe 
e;, liber in e,,, ej» iN €5,..., @y, in e,,. Es ist dann auch e,,(0)+ 0, 
é;3 (0) + 0,..-, &,,(0) +0, so daB 


if 


oP 
Gy (™ Y;,) = o, ue, (u), 
" 
wo @, eine y,-te Einheitswurzel ist, auch genau den Faktor u” hat. 
Danach wird das Differenzenprodukt 


D= J] (v,,- Un) ada VOT (u,v, ( w, v;,) ) = batt: ‘tre (wu), 


tk-im 
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wo e(0)+0. Wir bezeichnen das Differenzenprodukt von v,,, v,.,--- 
%,, mit D, und es sei 
D, = Ti X%,.— = 


i<m 
Ferner sei 
D, = [J (v,, — ¥,,,)3 
ie! 
dann ist 
(34) D = D, D, D, ... D,. 


Wenn u einen Umlauf um den Punkt u = 0 macht, so geht v,;, in »,,,,, 
v,,, in v,, tiber, es bleibt also der erste Index ungeandert. Daher bleibt 
D,, ungeandert, indem sich die Faktoren von D, nur vertauschen. In D; 
(¢>0) geht bei dem Umlauf von u auch i. a. jeder Faktor ohne Vor- 
zeichenanderung in einen andern iiber, nur die y,— 1 Faktoren 


eves Usy, 


V3 — Vix Ug — 0 vs 


ivg? -1— 9; % 

gehen mit Vorzeicheninderung in andere Faktoren von D, iiber. Es nimmt 
daher D, den Faktor (—1)"~* auf. Wegen (34) nimmt daher D bei dem 
Umlauf von u den Faktor 


( a 1)"-» + (yg—1) + +++ + (7, —1) 


auf. Andrerseits nimmt aber D wegen (33) den Faktor 


(— = 
auf, so daB 
B+ +---+2,— {(y,—1) + (7, —1)+---+(,—1)). 
was nach (33) gleich 26, ist, wie behauptet, eine grade Zahl ist. 

Es sei iibrigens bemerkt. daB dp sich geradeso definieren lat, wenn 
P nicht Primteiler, sondern ein ganzer Divisor ist, der keinen Primteiler 
in héherer als der ersten Potenz enthilt. 

Unter den Klassen des Kérpers P ist die kanonische Klasse besonders 
wichtig. Sie sei mit (&) bezeichnet. Es entsteht die Frage. welche Klasse 
von 7 fiir P=0O in (k) iibergeht. Es sei ¢ eine Funktion aus 7, die 
fir P = 0 nicht konstant wird. Ist dann & der Divisor von P, der jeden 
Primteiler von P so oft enthalt, wie er in d& vorkommt, so gehért nach 


Definition k der kanonischen Klasse von P an. Nun wird, etwa an der 
Stelle S’ fiir P(u,v)=0 





_ OF 0g, D(&,P) du 
(35) di=7,du + 594° = Dine) oP’ 
dv 

Es sei P, irgendein zu P dquivalenter Divisor und es werde 


> 
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gesetzt. Es wird 








a, _P am 1 oP 
D(én) _ ou PP ow P, 0 
Diwio) | 08, _ Pam, 1 aP | 

av’ P? ov J 4 


also fir P = 0 








Daher folgt aus (35) 





_ p D(En) D(zy) du 
di=P, D(zy) D(uv) oP 
’ ov 
Es ist aber Dey eine Funktion R des Kérpers 7, da é, y,.2, y solche 


D (xy) 
D(uv) 
K (u,v) eines Divisors K der kanonischen Klasse von 7. Daher wird 
fir P=0 


Funktionen sind. Es ist ferner nach Nr. 1 





die zugeordnete Funktion 


du 
se { Fu BK op 
cv) p=0 
wenn wir unter P,,R,K die zugeordneten Funktionen der Divisoren 


P,, R, K verstehen. Da R als Funktion aus 7' fiir P = 0 in die Haupt- 
klasse (1) tibergeht, so folgt, daB 


22 -1 
(36) k=0d, (P,K)_.- 
Da P, ~ P, so haben wir: 


Ist P ein Primteiler, Dp der Divisor seiner mehrfachen Stellen und 
(K) die kanonische Klasse von T, so geht die Klasse (P K) fiir P=—0 
iiber in die Klasse (kdp), wo (k) die kanonische Klasse von P ist. 

Da die kanonische Klasse von P die Ordnung 22p— 2 hat, wo ap 
das Geschlecht von P ist, so folgt 


(37) 2ap—2=(P, PK) —2op. 
Ist das irreduzible Polynom G(z,y), dessen Zihler P ist, in z, y vom 
Grade (l,m), so ist P~ L'M™. Da nach (3) Nr.1 K~L~* M~, so 
ergibt sich wegen (L, L)=(M, M)=0, (L,M)=1 aus (37) die be- 
kannte Formel 

ap = (l— 1) (m — 1) — op. 

Die in dieser Nr. angestellten Betrachtungen gelten genau ebenso 
fiir die Kurven. Ich hebe nur hervor: Ist $% eine Primkurve, (&) die 
kanonische Kurvenklasse, 1g das Geschlecht und 20g die Ordnung des 
Divisors der mehrfachen Stellen von $, so ist 
(38) 2ag— 2=—(¥F, PR) — oy. 
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Da die Kurven %, als zugeordnete Funktionen entweder 1, 4 oder u 
haben, so haben sie keine mehrfachen Stellen. Daher ist 
22(B,) — 2=(B,, B, ) 
oder, da x ('8,;)=0, 
(39) (B,, 8, R) = — 2. 


7. Zuasammenhang zwischen der Schnittpunktzahl zweier Divisoren 
und der zweier Kurven. 


Es sei Q ein Divisor und es bedeute Q’ die Kurve, in die der Divisor 
iibergeht, wenn wir die urspriingliche Definition der Stellen in der oben 
angegebenen Weise abaindern. Es gibt immer einen zu Q Aquivalenten 
Divisor Q,, der nicht durch die Stelle S geht. Die Kurve Q;, die aus 
dem Divisor Q, hervorgeht, kann dann keine Primkurve enthalten, die 
durch eine der aus § hervorgehenden Stellen ginge. Andrerseits gehen die 
Kurven %, nur durch solche Stellen. Daher ist (8,, Q,;)=0, also auch 
(40) (B,, Q')=0 (¢=1,2,..., 9). 


Es sei P ein Primteiler und $ die ihm entsprechende Primkurve. 
Da der algebraische Kérper, der aus 7 fiir P =0 hervorgeht, identisch 
ist mit dem, der fiir $~ —0 entsteht, so geht die Klasse (Q) fir P=0 
in dieselbe Klasse des Kirpers P oder § iiber, wie fiir 8 = 0, d. h. es ist 


(41) (P,Q) =(B, Q’). 
Ist P kein Primteiler, sondern ist etwa 
Pah? PP ... FP, 


wo die P; Primteiler sind, und ist $, die P; entsprechende Primkurve, so 
ist nach dem eben bewiesenen 


(P;, 2) = (B,, Q). 
Da aber nach (30) der vorigen Nr. 
(P.Q)=D) ri (PQ, (BQ) =D’ p. (Be Q), 


so folgt, daB (41) auch gilt, wenn P ein Divisor ist. 


Ist P’ die Kurve, die aus dem Divisor P hervorgeht, so besteht 
nach (17) Nr. 4 die Gleichung 


(42) P’ =P. 
Da sP nur Kurven 8, enthilt, so ist wegen (40) 
(43) (sP, Q’)=0. 
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Aus (41) und (43) folgt wegen (42) durch Addition 
(P, Q) = i, Q’). 

Es ist also die Zahl der Schnittpunkte zweier Divisoren gleich der 
Zahl der Schnittpunkte der aus ihnen hervorgehenden Kurven. Daher 
ist die Unterscheidung zwischen P und P’ und zwischen Q und Q’ gar 
nicht notwendig. 

Sind P und Q zwei Divisoren und ist 
(44) P=sP, Q2=D8Q, 
so wird 

(P, Q) _ (f, Q)= (R, ) + (B,#Q), 
(P, 8Q) =Q= (R, 8Q) + (sP, 8Q), 
woraus durch Subtraktion folgt 


(45) (P,Q) =(¥, O) — (#P, #Q) 
oder auch 
(46) (> og) = (B,D). 


Es sei P ein Primteiler und § die entsprechende Primkurve. Da 
die Kérper P und § identisch sind, so haben sie dasselbe Geschlecht. 
Also ist nach (37), (38), Nr. 6 


(P, PK) —20,=(, PR) — 20, 
oder wegen (24) Nr. 5 und (44) 
P | oe 
oder wegen (40) 


(P, PK)— 20,=(P, PK)-+ (sP, sP) —(sP,%)— 2oy, 
also 


(47) 26, = 206, —(8P,sP)+(sP,%). 
SchlieBlich folgt noch aus (39) und (24) wegen (40) 
—2=(8,, B,) = (B,,B,B K) (%,, B,; B), 


so daB 
(48) (B,, 8,8) = — 2. 
8. Uber die Zahlen (%,,%,). 
Wir setzen 
(49) (B,, %,) ear b,.,. 
Das System der 6,, bezeichnen wir kurz mit b, setzen also 
(50) b = (b,,). 


12¢ 
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Es ist 6 symmetrisch und ganzzahlig. Ferner ist 
(51) 6,50 fir k+l, 


was aus der Definition von (8,,%,) ja ohne weiteres erhellt. Die Eich- 
funktion von %, sei B,(u,v;1,). Es sei 


(52) 2B, = BI BH... Bee. 


Die Zahl a,, erhalten wir, indem wir die Lésung v, von B,(u, v; t;) = 0 
in B,(u, v; ty) einsetzen. Es wird dann B, durch die a,,-te Potenz von 
i 


ut teilbar. Es ist daher a,, auch die Zahl der Schnittpunkte, die die 
Kurven (im iiblichen Sinne) B,(u,v; 7’) =0 und B,(u,v;7/)=0 im 
Punkte u=—v=0 haben. Bezeichnen wir den Zahler der Funktion 
B,(u, v;1,), die ja als rationale Funktion von u,v dem K6rper 7’ an- 
gehért, mit P;(t,), so ist a,, auch die Zahl der Schnittpunkte der Prim- 
teiler P,(t;) und P,(7;') an der Stelle S. Das gilt auch fiir k —/, wenn 
nur 7; 1;. Es ist daher, wenn wir durch den Index 0 andeuten, daS 
nur der Beitrag der Stelle S zu einer GréBe gemeint ist: 


(53) a,, = (P. (ty), Prlty))o- 

Daraus ergibt sich 

(54) a,, = 4, a,,> 0. 

Wir bezeichnen das quadratische System der a,, mit a, setzen also 
(55) (a,,) =a. 


Wir zeigen jetzt, daB die Systeme a und 6 zueinander reziprok sind, 
daB also 


(56) ab—1, 


wenn wir das Einheitssystem kurz mit 1 bezeichnen. Ist ,(7,) der Prim- 
teiler, der der Primkurve P,(1,) entspricht, so haben wir wegen (52) 


(57) P,(1,) = Bit BI"... BS? P, (z,). 
Wir bezeichnen den Quotienten von B,(z;) und B,(7;’) mit R. Wegen 
(57) wird 
2 oD) Eh® _ Std 
Be(ry’) Paley’) Be (ey) 


Es wird fiir 8, -= 0, wie wir schon in Nr. 2 bemerkt haben, 
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Wegen (58) kann die Nullstelle 1, dieser Funktion nur von einem Schnitt- 
punkte von &,(7,) mit 8, herriihren, so daB 
(59) (B,, B,) 21. 
Aus (53) und (57) folgt nach den Ergebnissen der vorigen Nummer 
A. = (Bim), Prt’), 
=4@,,(B3,,B,)+---- + Me (Bo, B.) + (¥i» Brdo- 


Denn bei den GréBen (B;, B,) kénnen wir den Index 0 fortlassen, da die 
%, nur durch Stellen gehen, die aus S hervorgehen. Da alle a,, > 0 
und nach (59) (%,, %,) > 0, alle anderen GréBen in (60) aber nicht 
negativ sind, so ergibt sich 


(60) 


(61) (B,, B,) =0 fir k+l 
1 fir k=l, 
(<3) (B,42), BrP p= 0. 


Aus (57) folgt jetzt, da nach (40) der vorigen Nummer (%,, P,) = 0, 
in Verbindung mit (61) 


Qs bi, + Gee b., + cee + a,b,1= 0 fir k+l 


(68) =1 fir k=l 


oder es ist, wie behauptet, ab =1. Da a und b ganzzahlig sind, so sind 
die Determinanten |a, und |b} beide 1 oder beide —1. Wie wir weiter 
unten sehen werden, ist |a| = |b|=1. 

Da in (63) die a,, positiv, die b,, fiir k +1 negativ oder Null sind, 
so ergibt sich 


64) — b., = (8,, B,) < 0. 
Wir betrachten die Funktion 


B, (u,v; tj) 


H,(&) = g, 


B, (u,v; tf") “e 
wo & ein Parameter sein soll. Wir bezeichnen den Zahler von H,(&), 
also den von B, (u,v; 1,) — &B,(u, v; 7), mit Q,(&). Es ist Q, min- 
destens durch dieselbe Potenz von %, teilbar wie B, oder P,. Wir setzen 


(65) Q,(€) = Bit? Bs"* ... Br? O,(E). 
Es ist dann ©, eine ganze Kurve. Es wird 
(66) H,(t) = B, (xj) _ Py ly) — (5) 


BCP) — © Be Be)” 
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Fir 8,=0 wird 

(67) {H,(8)}9,.07 27 —& 

und fir 8,=— 0 wird 

(68) {H,(8)} 9 -o= Fe — § (k-+1), 


wo &,, eine Konstante ist. Dies ergibt sich so: Wenn é,, nicht konstant 
wire, so wiirde es eine rationale Funktion von t, sein. Eine Nullstelle 
dieser Funktion miiBte eine Schnittstelle von 8, und ¥,(z,) sein. Aber 
nach (61) ist (B,, $,)=0 fiir k+l. 

Aus (67) geht hervor, daB ,() fiir keinen Wert von é identisch 
Null werden kann, wenn $,= 0 gesetzt wird, d.h. es kann 0,(é) nicht 


durch %, teilbar sein. Dagegen ist nach (68) sicher 0,(&,,) durch 8, 
teilbar. Wir setzen 


(69) ©, (&,:) = Br" By? ... Bo* Dez. 

Hier ist nach dem eben Gesagten 

(70) «a, = 0, «,> 0, «,>0 (fiir ¢ + k,l). 
Nach (66) und (69) ist 

(71) By" By?... Ble Or, ~ P,. 


Hieraus folgt wegen (61) 


(B:, i? By”... B® Orr) = (B,, B,) = 1 
oder 


(72) a, by, + %b,5+ +--+ a5,, — (B,,O,,) = —1. 


Auf der linken Seite fehlt wegen «,—0 die GréBe b,,. Die anderen 6,,; 
sind kleiner oder gleich Null. Sie kénnen nicht alle Null sein. Denn 
dann wiirde aus (63) folgen 


a,,6,, = 0 (k+l), 
was nicht geht, da nach (54), (64) a,,>0, b,,>0. Es sei die Be- 


zeichnung so gewahit, daB b,,+ 0, also b,,< 0 ist. Dann folgt aus (72) 
wegen (70) und da (,,0,,)>0 


l.a,=1, 6,,=——1; 
(73) 2. wenn é von k& und I verschieden ist, so ist «; = 0, wenn b,;+ 0, 
und 6,,=0, wenn «;+0. 


Wir haben also das Ergebnis, daB . 
(74) (B,,B,)=0 oder 1 fir k+l. 
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Es sei jetzt die Bezeichnung so gewahit, dab 
(75) bis = Org = ... =, = — 1, Big =... =b,=—0. 
Wir wahlen k =1, 1 =2 und haben wegen (71), (73) 


Ds (E12) = Be Bist’ Biss’... Be Oe ~ Bi, 
also unter Beachtung von (61) 


¥ (Bs, B: Biri Biss’... B,” Qis) = (Bs, Bi) = 0 
er 


Bes + #141 B3141 + taza bsiza +: -- + & bs. — (Bs, Dus) = 0. 


Auf der linken Seite kann kein Summand positiv sein. Daher ist 
unter anderem b,,=0. Machen wir uns von der speziellen Bezeichnung 
frei, so haben wir: 

Treffen zwei der Kurven 8, dieselbe dritte, so treffen sie einander 
nicht. 

Wir kénnen daher die %, in folgender Weise anordnen. Wir wahlen 
%, beliebig und bezeichnen in irgendeiner Reihenfolge diejenigen Kurven 
%,, die B, schneiden, mit $,,B,,...,%8,. Dann lassen wir irgendein 
B, folgen als $,,, und darauf die Kurven %,, die 8,,, treffen. Fahren 
wir in dieser Weise fort, so finden wir: 

Die GréBen b,, lassen sich so ordnen, daB in jeder Vertikalrethe 
oberhalb der Diagonale einmal —1 steht und sonst Nullen. 

Uber die positiven GroBen b,, kinnen wir aussagen, daB mindestens 
eine von ihnen gleich 1 ist. Nach (48) Nr.7 ist namlich 


(76) B, b,, + By Onn +--+ + Bode, = 2 — d,,- 
Wir setzen 
(77) 2—b,=—¢. 


Ferner bezeichnen wir mit # und ¢ diejenigen Systeme, die aus der einen 
Horizontalreihe f,, 8,,..., 8, und ¢,,¢,,...,¢, bestehen. Dann kénnen 
wir (76) in der Form schreiben: 


(78) pb=c, 
woraus folgt, da ab =ba=1, 
(79) B=ca. 


Da die a,, alle positiv sind und die £; auch, so kénnen hiernach nicht 
alle ¢ negativ oder Null sein. Also ist fiir mindestens ein k 


¢,=2-—6,,>0, 
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also b,,< 2. Aber es ist andererseits b,, > 0, so daB, wie behauptet, 
mindestens ein b,, gleich 1 ist. 


9. Uber die Kurven 8,. 


Die Substitution oder genauer die Substitutionen, durch die wir die 
Stelle S aufgelést haben, wird, wie wir in Nr. 3 gesehen haben, schritt- 
weise aus einfachen quadratischen Transformationen aufgebaut. Wir wollen 
annehmen, da8 wir diesen Aufbau erst zum Teil vollzogen haben, und 
sehen, welche Anderung eintritt, wenn wir einen Schritt weitergehen und 
eine der neuen Stellen, etwa eine Stelle (r — 1)-ter Ordnung, durch eine 
quadratische Transformation in unendlich viele Stellen r-ter Ordnung ver- 
wandeln. Durch die schon ausgefiihrten Transformationen seien die (k — 1) 
Primteiler zweiter Art 
B,, B,,.--, By, 
in Kurven verwandelt. 

Es sei S’ die Stelle (r —1)-ter Ordnung, die wir in unendlich viele 
Stellen r-ter Ordnung verwandeln wollen. Sie sei definiert durch die 
(r — 1) ersten Gleichungspaare (10) Nr. 3. Wir setzen u,_; = 4’, v,_1 =p’, 
und es werde 
(80) wHU Aaa’), od’ f,(2', w’). 

Es sind also 4’, 4’ die HilfsgréBen, durch die wir dié Funktionen 
aus 7’ in der Umgebung von S’ darstellen. Nach den Ergebnissen von 
Nr. 3 ist y, >0, y, > 0, f,(0,0)+0, f,(0,0)+0. Wir unterscheiden 
zwei Fille: 

Fall 1. Es sei 6,6,=—0, etwa 6,>0, 6,=0. 

Fall 2. Es sei 6, >0, 6,>0. 

Im Falle 1 geht durch S’ eine Kurve $,, namlich die, deren zu- 
geordnete Funktion 4’ ist. Sie sei bezeichnet mit $,_,. 

Im Falle 2 gehen durch S’ zwei der Kurven 8,, die durch 4’ = 0 


und durch «’=0 definiert sind. Sie mégen $,_, und %,_, genannt 
werden. 


Da sie sich in S’ treffen, so ist (6,_,, B,_,)=1. 
Wir wollen jetzt die Stelle S’ in unendlich viele Stellen r-ter Ord- 
nung verwandeln durch die Transformationen 
I. d=(a.0,+5)u,, pw'=(c,v,+d,)u,, 
Il. 4’ =(a,+b,0")u”, pw’ =(c,+d,0”) um”, 
Die Substitution I soll gelten fiir |v,|<R, und II fiir |v|< 5, wo 
R eine positive GréBe ist. Nach den Betrachtungen im Anfang von Nr. 3 
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erhalten wir auf die Art die ganze Umgebung von S’. Die Stellen r-ter 
Ordoung, die aus S’ auf diese Art hervorgehen, sind charakterisiert durch 
den Wert, den v, oder v®) dort annimmt. Wir wollen II nur verwenden 
fiir die Umgebung von v”)—(. Das kénnen wir immer, da wir ja R 
beliebig groB wihlen diirfen. Wir setzen also in II einfach wu” =A, 
v) =» und haben 

(81) A’ =(a,+6,u)A, pe’ =(¢,+d,u)A. 

Es sei jetzt S, irgendeine Stelle, die von der hierdurch definierten Stelle 
r-ter Ordnung verschieden ist, und es habe dort v, den Wert J,. Dann 
setzen wir u,=—A, v,=1,-+ mu und haben 

(82) a’ ={(al+b)+a usa, pw'={(c,l,+d,)+e,u}a. 

Uns interessiert besonders die Stelle r-ter Ordnung, wo a,1, + b,= 0, 
und die, wo c,l,+d,—0. Diese seien bezeichnet mit S, und S8,. Sie 
sind voneinander verschieden, da die Substitutionsdeterminante a,d, — b,c, 
nicht Null sein darf. Zu S, fiihrt in leicht ersichtlicher Wahl der Be- 
zeichnung die Substitution 


(83) Madp,  p'=(m,+kpw)d (m, + 0) 
und zu 8, die Substitution 
(84) Au =(m+kw)s, pi dp (m, + 0). 


Aus (80), (83), (84) folgt fiir die Umgebung von 8, 
(85) w= ant um, + ku) hf, one At *(m, + k, u)”* fe 
und fiir die Umgebung von 8, 
(86) w= A"**u*(m, +h)" f, v=s"**u*(m, + ku)" fy. 


Zunachst wird durch 4=0 eine Primkurve definiert. Diese geht 
durch alle Stellen r-ter Ordnung, da ja u und v immer durch 4 teilbar 
sind und immer fiir 4== 0 der Quotient 4’/u’ veranderlich bleibt. Aus 
dem letzten Umstande folgt, daB die fiir die verschiedenen Stellen durch 
4 = 0 definierte Primkurve immer dieselbe ist. Diese Primkurve ist neu, 
da i’ und yw’ beide durch sie teilbar sind, sie also in bezug auf i’, u’ von 
der zweiten Art ist. Wir bezeichnen sie mit 8,. Wir sagen von ihr, sie 
gehért zu der Stelle (r —1)-ter Ordnung 8’, durch deren Auflésen sie 
entsteht. Fiir das Weitere miissen wir die oben angegebenen beiden Fille 
unterscheiden. 

1. Fall. Es seid, =0, 6,>0. Daimmer y, > 0,7, >0, so wird 
fiir die Umgebung von S, durch « = 0 eine Primkurve definiert. Da aber 
nach (83) fiir «= 0 4’ verschwindet, nicht dagegen ju’, so ist diese Prim- 
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kurve nichts anderes als 8,_,. Man sieht, daB diese Kurve von den 
Stellen r-ter Ordnung nur die Stelle 8, trifft. Das folgt aber auch schon 
daraus, daB %, durch alle hier definierten Stellen r-ter Ordnung geht. 
Ginge also 8, _, auBer durch S, noch durch eine andere dieser Stellen, 
so ware (B,_,, B,) > 1, was ja unméglich ist. Durch die Stelle 8S, geht 
im Falle 1 auSer §, keine Primkurve §,. Es geht iiberhaupt durch alle 
hier betrachteten Stellen r-ter Ordnung auSer durch S, nur 8. Das 
kommt daher, da8 der Faktor von 4 in dem Ausdruck fiir 4’ in (82) nur 
fiir die Stelle S, verschwindet. Da andererseits §, durch keine anderen 
Stellen geht als durch die aus S’ hervorgegangenen, so ist (8,, 8;)=0, 
wenn t+ k—1. 

Fiir die zu den vorhandenen Kurven %,, 8,,..., 8,_, neu hinzu- 
kommende Kurve %, gilt also bei passender Wahl der Bezeichnung im 
Falle 1 


(87)  (B,,B,_,)—1, (BB) —0 fir s+k—1. 


2. Fall. In diesem Falle geht durch S, auBer B, die Kurve %,_,. 
Ihre zugeordnete Funktion ist ~. Denn fiir «= 0 wird nach (88) 4’ = 0, 
wahrend yu’ verinderlich bleibt. Durch S, geht auBer 8, die Kurve 8, _,, 
deren zugeordnete Funktion y« ist. Es wird namlich, jetzt nach (84), 
uw’ =0 fiir «= 0, wiahrend 2’ verinderlich bleibt. Da wieder 8, durch 
alle hier betrachteten Stellen r-ter Ordnung geht, so kénnen 6, _, und 
%,., durch keine dieser Stellen gehen auBer B,_, durch S, und %,_, 
durch S,. Es wird also im Falle 2 


(88) (B,,B,_,)=1, (B,,B,-.)=1, (B,,B,) = 0, 
wenn t+ k—1, k—2. 


Das letzte folgt genau wie im Falle 1. AuBerdem ergibt sich, da8 jetzt 
(B,_,, B,-,) = 0 in Bestatigung des Satzes, daB zwei der Kurven %,, 
die beide dieselbe dritte schneiden, sich nicht treffen. Ze bleiben also 
durch die Transformation die Schnittpunkizahlen (B,,8,) nicht un- 
geandert. 

Wenn wir erst einen Teil der quadratischen Transformationen aus- 
gefiihrt haben, mit denen wir die Stelle S auflésen wollen, und etwa 
1 Primteiler zweiter Art, 6,, B,,...,8,, in Kurven verwandelt sind, so 
wollen wir setzen 


(89) (B,,, B,) = — bar”, 
so daB b&{ mit dem oben definierten b,, identisch ist. Das quadratische 


System der b%;" das mit b®~” bezeichnet sei, besteht nur aus J” GréBen. 
Da fiir die  Kurven %,, 8,, ..., 6, genau dasselbe gelten muB wie fiir die 
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o Kurven %,, so ist die Determinante von b~” gleich 1. Das reziproke 
System von b°~” sei mit a®~” bezeichnet. Es ist dann nach dem in der 
vorigen Nummer Bewiesenen af; gleich der Potenz von 8,, die in 
B, (u,v; t{) enthalten ist. Diese Zahl ist aber allein abhingig von den 
Kichfunktionen B, und B;. Man erhalt daher das System a°~” aus dem 


System a, indem man die letzten 9 — 1 Zeilen und Spalten fortstreicht. 
Mit anderen Worten, es ist 


(90) ag; "=a,, (m,i=1,2,...1). 
Die Determinanten der Systeme a“~” sind auch alle gleich 1. 

Da die Systeme a®~” und 6°~” reziprok zueinander sind und ihre 
Determinanten gleich 1, so ist bif~” gleich der Unterdeterminante 
des Elementes ajf~” im Systeme a®~, also gleich der Determinante von 
a®-*» dh. gleich 1. Wir haben also: 


Sind die Kurven 8, , B,,..., 8, in der Reihenfolge geordnet, wie sie 
entstehen, so ist 


(91) be — 1. 


Es sei jetzt A ein ganzer Divisor erster Art, der durch S§ geht, und 
es sei 


(92) sA = BP Br... Bk. 


Wir betrachten A in der Umgebung der Stelle S’, zu der wir durch die 
Substitution (80) kommen. Es wird fiir die Umgebung von S’ 


(93) A=S! BP... Beye”, 


wo %, die zugeordnete Funktion der Kurve %, sein soll und wo %°-” 
die zugeordnete Funktion einer ganzen Kurve &°~" ist, die keine der 
Kurven %,, B,, ..., 8,_, als Faktor enthalt. Die Kurven %,, ..., 8, fehlen 
natiirlich in (93), da sie ja noch Primteiler zweiter Art sind und erst 
bei weiterer Auflésung der Stelle S zu Kurven werden. Es seien in U°~”, 
das eine ganze rationale Funktion von 4’, u’ ist, die Glieder niedrigster 
Dimension von der s”-ten Dimension. Die Kurve &°-” —0 habe also 
im Punkte 4’= u’=0 einen s“’-fachen Punkt. Wir unterscheiden die 
beiden Fille wie oben: 


Fall1. Es ist®,_,=—2',8,=—1 fir i=1,2,...,&—2. Fihren wir 
daher die Substitution (82) in (93) aus, so wird A durch die (g,_, + 8””)-te 
Potenz von 4 teilbar. Da aber 4 nach der Transformation die zugeordnete 
Funktion von &, ist, so enthalt A die Kurve 8, in der Potenz (g, , + 8”), 
d. h.es ist g,=g,,+8™ oder 


(94) a = 9, — 4-4. 
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Wegen der im Falle 1 geltenden Gleichungen (87) und wegen (91) 
kénnen wir diese Gleichung unter Benutzung der Bezeichnung (89) auch 
schreiben 


(95) =O MQ +O Mg + + OE. + Og. 


Fall 2. Es ist jetzt 8,_,—2', B,,—.’. Statt (94) erhalten 
wir daher 
a Qi — U-1 — Ue-2- 
Da jetzt die Gleichungen (88) gelten, so folgt wiederum die Gleichung (95). 


Wir geben noch an, wie man die Stellen der Kurve %, bestimmen 
kann, wo sie die anderen Kurven §; trifft oder irgendeine Primkurve §. 
Wir setzen 


(96) BB, = Bf* (xf) BY*2 (xg)... Boie( x); 


es ist B, genau durch die erste Potenz von 8%, teilbar und enthilt keine 
der anderen $,. Es ist 


{B;},, _» = Konst, wenn (¥,, B,)=0, 


(97) — 4) wenn (B,, B,) = 1. 
" — : 


Hier ist g;, eine lineare Funktion von 1,, die auch konstant sein kanr. 
Die Nullstelle von g;,/(t,— tj) gibt die Stelle von 8,, wo B; und 8%, 
einander treffen. 

Es sei jetzt P ein Primteiler und $ die ihm entsprechende Kurve. 
Es sei 


sP = OP BF... Bre 


und 
(ys %ao-+-97,) = (Pir Por --+>P,)O. 
Dann setzen wir 


(98) Bp = By" (13) B3*( tq). . . BZe(t,), 

so daB Bp die Kurven 8, in derselben Potenz enthilt wie P. Es wird 
Pe _ g(t) 

(99) { 5 i = (t,—1)" ? 


wo g, eine ganze rationale Funktion von rt, héchstens vom Grade 1, ist. 
Die r, Nullstellen der in (99) rechts stehenden Funktion geben die Stellen 
von %,, wo 8, die Kurve $ trifft. 
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10. Die Transformation von a und b in Einheitssysteme. 


Die 9 Kurven $, denken wir uns so geordnet, dab b,,= 1 ist. Es 
sei dann g, das System von o* Elementen, das aus dem Einheitssystem 
dadurch hervorgeht, daB in der letzten Kolonne an denjenigen Stellen die 
Nullen durch eine 1 ersetzt werden, wo in b die Zahl —1 steht. A, sei 
das zu g, reziproke System. Es entsteht aus g,, indem man die Einsen 
auBerhalb der Diagonale durch — 1 ersetzt. Es stimmt also die 9-te Spalte 
von h, mit der von 6 iiberein, wahrend im iibrigen A, das Einheits- 
system ist. 

Wir setzen 


(100) g,b9,=6", hah, =a, 


wo durch Uberstreichen eines Systems wie iiblich ausgedriickt wird, dab 
Horizontalreihen und Vertikalreihen zu vertauschen sind. Es ist h, reziprok 
zu g,, also auch h, zu g, und daher 


(101) ap =1. 


Zufolge der Wahl von g, enthalt 6" in der letzten Zeile und letzten 
Kolonne nur Nullen bis auf das Diagonalglied, das 1 ist. Dasselbe gilt 
von a”’, da a reziprok zu 6” ist. Infolge der Wahl von A, unter- 
scheidet sich a” von a nur in den Elemeaten der letzten Zeile und 
letzten Kolonne. Lassen wir also in a” die letzte Zeile und Kolonne 
fort, so bedeuten in dem entstehenden System von (9 — 1)° Elementen 
die Elemente nach wie vor die Zahlen der Schnittpunkte der Kurven 
B, (u,v; t%)=0 und B,(u, v; 17’) = 0 im Punkte w= v=0. Nur fehlt 
jetzt B,. Es steht also das System a” zu den o—1 Kurven 
%,, B,, ..-, B,-, in derselben Beziehung wie das urspriingliche System a 
zu den o Kurven $,, 8,,...%,. Das entsprechende gilt dann auch von ag 
das als reziprokes System von a” eindeutig bestimmt ist. Nach den 
Ergebnissen von Nr. 9 kommt also der Ubergang von a und 6 zu a" 
und 6" darauf hinaus, da8 wir von den quadratischen Transformationen, 
die die Stelle S auflésen, diejenigen fortlassen, die den Primteiler 8, zweiter 
Art in eine Kurve verwandeln. Die iibrigbleibenden Transformationen 
liefern dann nur noch die Kurven %,, %,,...,%,-,. Dies Verfahren 
kénnen wir fortsetzen. Es besteht also darin, da8 wir die angewandten 
Transformationen, die aus quadratischen zusammengesetzt sind, wieder 
riickwarts abbauen. Dies geschieht in folgender Weise. 

Da 6’, nach Fortlassung der letzten Zeile und Spalte, zu den 
oe — 1 Kurven %,, 8,, ..., B,-, in derselben Beziehung steht wie 6 zu den 
o Kurven %,, so hat auch 6") die wesentlichen Eigenschaften von b. Es 
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stehen also in 6" auGBerhalb der Diagonale nur Nullen oder —1 und in 
der Diagonale positive ganze Zahlen, und zwar ist von den (9 — 1) ersten 
Elementen der Diagonale mindestens eins gieich 1. Die Bezeichnung sei 
so gewahlt, da8 


be ea = i 


ist. Unter g, verstehen wir das System von o* Elementen, das aus dem 
Einheitssystem dadurch hervorgeht, daB in der vorletzten Vertikalreihe 
dort die Nullen durch 1 ersetzt werden, wo in 6” die Zahl — 1 steht. 
Es sei h, das zu g, reziproke System. Es entsteht aus g,, indem man 
iiberall + 1 statt — 1 schreibt. Wir setzen 


(102) 9,6°9,=b", hah, =a”, 
so dab 
(103) a®b® —1. 


Infolge der Wahl des Systems g, sind in 6” die Elemente der beiden 
letsten Spalten und Zeilen die des Einheitssystems. Da a das reziproke 
m 6” ist, so gilt fir a® dasselbe. Die iibrigen (eg — 2)* Elemente von 
a™ stimmen wieder mit denen von a iiberein. Es stehen die Systeme 
von (o — 2)* Elementen, die aus a und 6” hervorgehen, zu den Kurven 
%,, B., ..., B,-2 in derselben Beziehung, wie die Systeme a,b zu den 
e Kurven $,. Und die Kurven %,, 8,,...,8,-2 entstehen wieder da- 
durch, daB die Stelle S durch eine Reihe von quadratischen Funktionen 
aufgelést wird. Es steht also auch in 6 auBerhalb der Diagonale nur 
Null und — 1 und von den g — 2 ersten Diagonalgliedern ist mindestens 
eins gleich 1. 

In der angegebenen Weise kénnen wir fortfahren und nach (go — 1) 
Schritten sind die Systeme a und 6 in das Einheitssystem verwandelt. 
Die benutzten Transformationssysteme seien 


(104) 91> GJer+++»Go-1; hy, hag, «+, hea 


wo h, das ee a zu g, sein soll. Es wird 

- mt 9.6” 9, a .. Se nee b'?- "9 - a: ae” ai 1, 
( i - =a”, hah, =a, ..., h,_, a? Dh, =—ge-v—]. 
Setzen wir also 


(106) J = 9e-1 Jo-g +++ Gi» h =h,h,...h,_,, 
so schlieBen wir aus (105) 
(107) gog=1, hah= , 


oder, da gh = 1, 
(108 ) 
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Da die Systeme g;,h, alle die Determinante 1 haben, so gilt dasselbe von 
g und h, also ist auch 


(109) \a|=|b}=1, 


wie schon oben angegeben. 
Wir hatten gesetzt ((77), Nr. 8) 


(110) 2—b,,=¢,,  (B,,Bg,--+» Be) =B, (Cys Cy, ++ Op) SOC 
und es bestand die Gleichung (78), Nr. 8, namlich 


(111) pb=c. 

Wegen (108) folgt hieraus 

(112) Bh=cg. 

Fiir cg ergibt sich ein sehr einfacher Wert. Wir setzen zunichst 

(113) c%=ecg,, cP =e, ..., cle“ —ele-m9 .. 
Nun lautet die i-te Zeile in g, 

(114) ee 


wo die 1 an é-ter Stelle steht. Daher ist die t-te Zeile in g, b 
(115) Bg, — Bg Bor, Bea — Deg Boa, «--, Deg — Dig Dos, --+1 Deg — Dig Bog: 
Ferner ist (113) auch die ¢-te Kolonne von g,. Wir erhalten also das 


i-te Element der i-ten Zeile von g,bg,—6", also das Element b;} 
durch Multiplikation der beiden Reihen (114) und (115). Daher ist 


bi, = by — bie bes 59 bie (die i~2 bio bee): 
Da b;, = 6,; und b,, = 1, so folgt 


bf? _— bis 5 Bios 
also 


(116) 2 — bi = 2 —by + By. 

Andererseits folgt aus der ersten der Gleichungen (113) wegen (114) 
of = & — Die Ce, 

oder, da cc = 2—0;;, = 2—5b,,.—1, 

(117) of = 2 — bys — Big. 

Aber es ist b;, entweder 0 oder — 1 und so folgt aus (116) und (117) 
c= 2 — by. 

Ebenso 1aBt sich beweisen, da8 allgemein 

(118) of” = 2 — bi, 
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P sad — 2 aati an”. 


Da aber das System b'°~" — 1 ist, so folgt 





of-™ — 1. ' 
Aus (113) folgt aber 

ce-) —¢79. t 
Daher und wegen (112) ist ; 
(119) Bh=cgj=(1,1,1,...,1). ' 


Das System A ist aus seinen Faktoren besonders einfach zu bilden. 
Es ist namlich die k-te Koionne von h gleich der k-ten Kolonne von 
h,-2+:. Bezeichnen wir das System, das aus h, hervorgeht, wenn wir die 
Einsen in der Diagonale durch Nullen ersetzen, mit h;, so lautet die 
Behauptung 


(120) h=1+h, +h, +---+h,-1. 


Wir kénnen dies durch den Schlu8 von i auf i+ 1 beweisen. Es ist 
nach Definition von hy 


hy =1+ hy, 
also im besonderen 
(121) h,=1+h.. 
Nun sei 
(122) h hy... hgml th tha t--- +h. 
Durch Multiplikation mit h;,, 1+ Aj,, folgt 
hy he... iggy = (1 Ay thy + Ap (1+ Ags). 

Da aber, wie man leicht sieht, hjh;— 0 fir k <1, so folgt 

hye. Aces lth t--- + hess. 


Wenn also die Gleichung (122) fiir ¢ gilt, gilt sie auch fiir i-|-1. Da 
sie fiir «= 1 richtig ist, wie aus (121) folgt, so gilt sie auch fiir i = o — 1. 
Das gibt aber die Behauptung. 

Es ist aber nach Definition die k-te Spalte von h,_,,, gleich der 
k-ten Spalte von b“-". Es ist daher die k-Spalte von h,_,., und nach 
dem eben Bewiesenen auch die von h gleich 


be, be”, OG, OEE”, 0, 0, ..., 0. 
Ist daher das System g definiert durch 
9 = (91> Gz = ++ Go): 


und setzen wir 
(123) qh=s, 


+ wo er eee 
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so wird 
(124) = qb + qb +--+ +m FEL +O aw. 
eine Gleichung, die wir weiter unten gebrauchen. — 
Die in dieser Nr. definierten Systeme a®, 5“ gehen aus den gleich- 


bezeichneten Systemen der vorigen Nr. dadurch hervor, da8 man sie mit 
Reihen des Einheitssystems zu Systemen von 9? Elementen auffiillt. 


11. Kurvenscharen. 


Es seien G,, G,, ..., G, (6 > 2) irgendwelche Polynome in x, y ohne 
einen allen gemeinsamen Teiler. Wir setzen 


(125) G=1,6,+1,6,+---+14., 
wo die J; von x,y unabhiangige Parameter sein sollen. Die Gleichung 


G = 0 definiert dann eine lineare Kurvenschar in der x y-Ebene. Es sei 
G in z,y vom Grade («, #8). Dann setzen wir 


(126) G=AL“M, G,=A,L“°*M™, 
wo LZ und M wie friiher die Nenner von z und y bedeuten sollen. Dann 


sind die Divisoren A; alle untereinander und zu A Aquivalent, da sie zu 
L* M° aquivalent sind. Wir setzen 


(127) A=14,+1,A,+--:-+1A,. 


Diese Gleichung ist nicht nur eine symbolische, sondern sie gilt fiir jede 
Stelle des Kérpers 7’, wenn wir unter den A, A; die zugeordneten Funk- 
tionen verstehen. Die Gesamtheit der durch (127) definierten Divisoren A 
heiBt eine lineare Divisorenschar. Sie sei mit <A) bezeichnet. 

Es sei S eine Stelle von 7', durch die alle Primteiler A; gehen. Es 
heiBt S ein Basis- oder Grundpunkt von (A). Wir transformieren die 
Stelle 8 durch die im vorhergehenden besprochene Substitution. Es sei 


(128) 8A = BP BS... Bf 

und 

(129) A=%sA, A,;=U,8A, 

so dab 

(130) A4=—1,%,+4%4+---+1,%. 
Ferner sei 

(131) A =14,+h4,+---+UA,, A =A. 


Wie Herr M. Noether gezeigt hat, kann man die Substitution immer so 
wahlen, daB ein mehrfacher Punkt, den ein Primteiler oder ein ganzer 
Mathematische Annalen. 84. 13 
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Divisor ohne mehrfache Faktoren in S hat, vollkommen aufgelést wird. 
Wir kénnen und wollen daher die Substitution so annehmen, daB die 
dem Divisor A A’ entsprechende Kurve &&’ an keiner der aus S hervor- 
gehenden Stellen héherer Ordnung eine mehrfache Stelle hat. Dann kénnen 
sich die Kurven &, &’, d. h. zwei beliebige Kurven der Schar (%) an 
keiner der aus S hervorgegangenen Stellen schneiden. Und es kann auch 
keine Kurve der Schar (WM), solange nicht die Parameter /; speziell ge- 
wahlt sind, an einer der Stellen, die aus S hervorgehen, eine mehrfache 
Stelle haben. Deuten wir durch den Index 0 an eine GréBe an, daB nur 
der Beitrag der Stelle S oder der aus S hervorgegangenen Stellen gemeint 
ist, so ist also 


(132) (A, A’), =0,  20,(H%)=0. 
Wir bestimmen die Zahl 
n= (A, A’), 


der Schnittpunkte zweier beliebigen Kurven der Schar <A) in S. Nach 
(45), Nr. 7 wird 


(133) n, = (U, WU’), —(sA, 8A), 
also wegen (132) und (128) 


(134) m= D>) 4% b= 97, 
wenn wir wieder unter g das aus der einen Zeile g,,q,,...,q, bestehende 


System verstehen und unter g das zu g adjungierte, also das aus der 
einen Spalte g,,q,,---,Q bestehende System. Nach (108), Nr. 10 wird 


my, =qhhg=qh (qh). 
Setzen wir also 


(135) qh=s, 
so wird 
(136) nN = 83 = si + 83+---+ 83. 


Wir bestimmen zweitens den Beitrag, den S zur Ordnung 20, des 
Divisors der mehrfachen Punkte einer allgemeinen Kurve A liefert. Der 
Beitrag sei bezeichnet mit 2d,. Nach (47), Nr. 7 ist 


(187) 2d, = 20,(H) —(¢A, A) +(8A, B) 
oder wegen (26), Nr. 5, (128), (132), (133) 

(138) 2d, = nm, — >) g, B,b,,.- 

Es ist 


> Ub bx: = pbq =phhg = Bh(qh) = Bhs. 
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Wegen (119), Nr. 10 wird also 


(139) > %B: bx: = §, + 8 +--+ + 8. 
Nach ( 136), (138), (1389) wird 
(140) 2d, = 8, (8, — 1)+ 8,(8, — 1)+---+48,(8 — 1). 


Aus (136), (140) folgt: Es ist die Zahl der Schnittpunkte zweier 
allgemeiner Kurven der Schar (A) in S und der Beitrag von 8S zu der 
Ordnung des Divisors der mehrfachen Punkte einer allgemeinen Kurve A 
gerade so grop, als ob die Kurven der Schar (A) statt der festen 
Stelle S vo getrennt liegende gewohnliche mehrfache Punkte mit beweglichen 
Tangenten hatten, und als ob die Vielfachheit dieser Punkte 8,, 8,, ..., 8 
ware. 

Die Zahlen s,; sind definiert durch (135), so daB s, gegeben ist durch 
(124), Nr. 10. Vergleichen wir dies mit (95), Nr. 9, so folgt 


(141) s,s. 


Damit haben wir fiir die Zahlen s, eine geometrische Bedeutung gewonnen. 
Denn nach der Definition der s“ in Nr. 9 gilt folgendes. Es entstehe 
die Kurve %, durch Auflésen der Stelle S’ und es sei 


u=g(i',n’), v=h(d', pn’) 
die Substitution, die zur Stelle S’ fiihrt. Wird durch diese Substitution 
A tad qe” aie a’* pn’ {1, e* fs l, qe of Te l, ae-*}, 


so haben die Kurven &°~* an der Stelle S’ einen s,-fachen Punkt. Damit 
ist gezeigt, daB die 8, die Noetherschen Zahlen sind, die die Art des 
Punktes S beschreiben. Der Punkt S selbst ist danach ein s,-facher 
Punkt der Kurven A. 


Wir wollen noch sehen, in welcher Beziehung die Primteiler 8,, 
%,,..., 8, zu dem Verhalten der Kurven A in S§ stehen. 


Zunachst zeigen wir: Ist %, ein Primteiler zweiter Art und werden 
fiir 8, = 0 die Verhaltnisse der A; nicht konstant, so ist §, einer der 
Primteiler 8,, B,, ... Bp. 

Nehmen wir an, diese Behauptung sei falsch, so bleibt 8, auch nach 
Auflésung der Stelle S ein Primteiler zweiter Art, gehért also zu einer 
der neuen aus § entstandenen Stellen. Sie heiBe S,. Sind A, w die 
HilfsgréBen fiir die Umgebung von S,, so werden 4 und yw beide Null 
fir 8, = 0. Da aber die Kurven Y&,;, die den Divisoren A, entsprechen, 
durch keine der neuen Stellen gleichzeitig gehen, so werden fiir 4 = up = 0 
die zugeordneten Funktionen YW; (4, «) fiir die Stelle 8, nicht simtlich 

13* 
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Null. Es werden also die Verhiltnisse der Y;(4,), d.h. die der 
A;(u, v) fir 4 =» =0, also fiir 8, = 0, doch konstant. 

Wir beweisen zweitens einen Hilfssatz. Es seien &,(1), &,(1),..., 
&,(t) ganze rationale Funktionen von 1 ohne gemeinsamen Teiler. Dann 
hat die Funktion 


1 &,(t) +18, (4) +--- +18.(t), 
wo die J; von t unabhangige Parameter sein sollen, bei nicht speziell ge- 


wahlten J; keine mehrfache Nullstelle. Denn eine solche Nullstelle miiBte 
den Gleichungen 


t, &,(t) + 1,6 (tr) +--- +16.(t) =0, 

L(t) +8 (2) +---+1Es(r) =0 
geniigen, wo durch den Akzent die Ableitung nach + angedeutet ist. Aus 
diesen beiden Gleichungen kénnen wir aber Gleichungen herleiten, die 
von I, oder von 1, oder von J, usw. unabhingig sind. Die betreffende 
Nullstelle miiBte daher unabhaingig von den /; sein, so daB sie gemein- 
same Nullstelle der Funktionen £; wiirde; das aber ist unméglich, da die 
é, keinen gemeinsamen Faktor haben. 

Nun kénnen wir drittens zeigen, wie sich die Divisoren A in S ver- 
halten. Die Divisoren A haben in S, wie wir sahen, einen 3, -fachen 
Punkt. Wir kénnen annehmen, da8 wenigstens in einem A, (u,v) das 
Glied mit v vorkommt. Sonst wiirden wir statt u,v durch eine lineare 
homogene Transformation neue HilfsgréBen einfiihren. Der Koeffizient 
von vw" in A; sei k;. Dann kénnen wir setzen 


A=(l, k, +k, + -+-+1k)(v— v™) (v— vo)... (v— v) By (u,v), 


wo die v nach steigenden Potenzen von u fortschreitende Potenzreihen 
von u sind, die fiir u == verschwinden, und wo £, eine Einheit fiir die 
Stelle u—v=—0 ist. Da die &,; nicht alle Null sind, so ist bei nicht 
speziell gewahlten J, der erste Faktor von A nicht Null und wir vereinigen 
ihn mit Z, zu EZ, so dab 

(142) A =(v— vo) (v—v)...(v— 0%) E(u,v). 

Es sei etwa 

(143) oY =—a,u%+a,u%+---+a,u"+--- 


Da die A; keinen gemeinsamen Faktor haben, so kénnen die Koeffizienten 
a, nicht simtlich von den Parametern J; unabhangig sein. Es sei a, der 
erste von den J; wirklich abhangige Koeffizient. Wir setzen dann 


(144) v, = a,u% + a,u%+ ---+a,,u"-?+ tu. 


Hierdurch wird ein zur Stelle S gehérender Primteiler zweiter Art defi- 
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niert. Er sei 8 genannt. Ich behaupte, es ist 8 einer der Primteiler 
%,,B,,...,8,. Um das zu beweisen, zeigen wir, daB8 fir 8° —0 die 
Verhaltnisse der A; nicht konstant werden. Es sei, nach steigenden Po- 
tenzen von u geordnet, 


(145) A(u,v)= F(t )us+---. 
Ferner sei A’ derjenige Divisor A, wo die 1, durch J; ersetzt sind, und 


A'(u,v,) = &"(t,)u* +--+. 


{ A \ — F(t) 

A} gag F'(4)° 

Aber aus (142), (143), (144) folgt, daB &(t,) und é’(t,) die Faktoren 
t, —@(8,,h,--.&) &—a(&,&,.-.-.0) 

haben, und da a, von den J; wirklich abhiangt, so kénnen sich diese Fak- 

toren nicht fortheben. Es wird also A/A’ fiir 8°) —0 nicht konstant, 

also auch nicht die Verhaltnisse der A,. 

Es sei etwa 8 mit B, identisch. Der Hauptnenner der Exponenten 
@,,...@, sei wie friiher B, und er sei d-mal so groB wie der Hauptnenner 
der ersten y — 1 Exponenten «,. Wir setzen dann wie friiher ¢, = r,. 

Unter den Reihen v®), y,... in (142) kann keine vorkommen, die 
mit v in den ersten » Gliedern iibereinstimmt. Ware das naimlich der 


Fall, so wiirde £(t,) in (145) den Faktor ¢, — a, doppelt haben. Ist aber 
A, = u*é,(t,) +--+, 80 ist 

&(#,) rial 1 €,(t,) dats x 1, &4(t, ) 
und nach dem Hilfssatze hat §(t,) keinen mehrfachen Faktor, der von 
den J; abhangt. Daraus folgt auch, da8 der Hauptnenner aller Exponen- 


ten «, in (143) gleich 8; sein muB. In der Entwicklung (143) gibt es 
also B, — 1 konjugierte. Wir setzen 


V, = (vo — vo) (v — vo)... (v— vt = Norm (v — v""), 
wo v®, »®,...,0%" gueinander konjugiert sein sollen. Wir nennen die 
Funktion V, wegen ihrer Beziehung zu %, eine Quelle von %,. Sie steht 
zu der Eichfunktion B, von %, in folgender Beziehung: 

Ist v, irgendeine Potenzreihe von u, deren Koeffizienten von 1, und 
von den |; unabhangig sind, so ist B,(u,v,) genau durch dieselbe Potenz 
von % teilbar wie V,(u,v,). Im besondern folgt hieraus, daB 
(146) 8V, = 8B,. 


Unter den Entwicklungen v (i> 1) kann zwar keine vorkommen, 
die mit v”) in den ersten » Gliedern iibereinstimmt, wohl aber eine oder 


Dann ist 
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mehrere, die in den ersten y — 1 Gliedern mit v iibereinstimmen und 
wo der Exponent der »-ten Glieder auch «, ist. 
Hiernach erhalten wir fiir A folgende Darsteilung: 
A = BV, Vie --- Viv, 


_ i tee 
(147) atten : 


Vix Ves ere A t,? 
wo E eine Einheit ist und wo die V,,; Quellen von %, sind. Die Zahlen 


r, kénnen zum Teil auch Null sein. Sie haben eine einfache geometri- 
sche Deutung. Da namlich wegen (146) s V,,—8B,, und A nach (128) 
durch Bf! teilbar ist, so folgt 


(148) q=ra, f= qb. 
Es ist also 
A \ 
(149) (B,,%) = (3,4) -(B,, 8A) = 9,5, + G20 + - +> + q,,5,,.= ‘)- 


Es gilt auch folgende Umkehrung: 2s lasse sich A = S1,A, in der 
Umgebung von S in der Form (147) darstellen. Es werde die Stelle S 
durch eine Folge von quadratischen Transformationen so aufgeldst, dap 


die Primteiler zweiter Art B,,B,,...,B, in Kurven tibergehen. Setzen 
wir dann A=%sA 


80 haben die Kurven der Schar (X) an keiner der aus S hervorgegangenen 
Stellen feste Schnittpunkte. 


Setzen wit namlich 
sA = BUBe... Bie, 
so folgt aus (147) die Gleichung (148). Nach (133) wird 
(150) (A, UW), =n, +(sA,sA)=—n, — bq. 


Ferner folgt aus (147) wegen der Beziehung der Quellen zu den Eich- 
funktionen 


t = (A, A’), = D'r,7,0,,= 147 
oder wegen (148) und da b= 6b, ab=ab=1, 


n= qbabq =qb7, 
so daB aus (150) folgt 
(UA, H"), = 0, 


was zu beweisen war. 
Die Darstellung (147) kann man finden, wenn die Divisorenschar (A) 


gegeben ist. He ergeben sich daraus aber nicht immer alle 8,, da einige 
der Zahlen r, Null sein kénnen. 
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Es ergibt sich hieraus auch [fiir o—2], wie man diejenigen Prim- 
teiler zweiter Art bestimmt, die, gleich Null gesetzt, eine gegebene 
Funktion A,/A, nicht zu einer Konstanten machen. 


12. Singulire Punkte. 
Es sei P ein ganzer Divisor erster Art ohne mehrfache Faktoren. 
Er habe in § einen singulaéren Punkt. Die Transformation, die die Stelle 
S auflist, sei so gewahlt, daB die Singularitét von P ganz aufgelést wird, 
was nach dem Noetherschen Verfahren immer geht. Setzen wir 


(151) P=§sP, 
so ist dann 
(152) 20,(B) = 0, 


wo der Index 0 wieder andeuten soll, daB nur der Teil zu nehmen ist, 
der von der Stelle S oder den aus ihr hervorgegangenen Stellen herriihrt. 
Es sei 

(153) oP = OP BF... Bze. 

Der Beitrag von S zu der Ordnung des Divisors der mehrfachen Stellen 
von P sei 2d,. Nach (47), Nr.7 wird 

(154) 2d, = 20,(¥) — (sP, sP)+ (sP, B) 


oder wegen (152), (153) 
2d,= php — pop 
und wegen (108), Nr. 10 


2d, == ph(ph) — Bh(ph). 


Setzen wir 

(155) ph=t, 

so ergibt sich wegen (119), Nr. 10 

(156) 2d, = t,(t,-—1)+4#,(t,-1)+---+t(t,—1). 


Es sei Q ein zweiter ganzer Divisor erster Art ohne mehrfache Faktoren 
und es seiQ zu P teilerfremd. Auch Q habe in S einen singularen Punkt. 
Die Transformation der Stelle S sei jetzt so beschaffen, daB die Singularitat 
des Divisors PQ vollkommen. aufgelést wird. Setzen wir 


(157) Q= 022 = O82 BS... Bie, 
so ist dann 
(158) 26,(02)=0, (%,0),=—0. 


Nach (47), Nr.7 wird unter Benutzung von (157), (158) und von (108), Nr.10 
(P, Q)o= (PB, Dp — (#P, 8Q) = pba = ph(gh). 
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Setzen wir also 

(15%) qh=s., 

so ergibt sich 

(160) (P,Q) == 8,t, + 8 t. +--+ + &, t.,. 


Wir kénnen also bei der Berechnung von 2d, und (P,Q)\, 80 ver- 
fahren, als ob P und Q statt des singuldren Punktes S o getrennt liegende 
gemeinsame gewdhnliche mehrfache Punkte mit getrennt liegenden Tan- 
genten hdtten von den Vielfachheiten t,,t,,...,t, und 8,, 8, ..., 8. 

Die Transformation, die die Singularitét von PQ auflést, lést natiir- 
lich auch die von P anf, aber i. a. geniigt schon eine einfachere Trans- 
formation zur Auflésung der Singularitét von P. Es ist also die Zahl o 
in (157) i. a. gréBer als in (153). Die Zahlen ¢; in (160) sind aber doch 
dieselben wie in (156), nur da8 Nullen hinzugekommen sind, da durch 
einige der mehrfachen Stellen, in die die Singularitat von Q aufgelést wird, 
P nicht hindurchgeht. 


Wir bestimmen noch den Zusammenhang der Singularitét von P mit 
den Kurven $,, 8,,...,B,. Es hat P in S einen ¢,-fachen Punkt. Wir 
kénnen annehmen, daB in P(u, v) das Glied v“ wirklich vorkommt. Es sei 


(161) P (u,v) = (vo — vo) (vo — vo)... (vo — vo). BF. 
Es seven 
(168) { vo — au + a,u%+---+4,_,u%-1+ a,u% + ---, 
v? =a,u" + au +----+ a). u%-1 + bu“ + --- 


zwei der Wurzeln von P =), die in den ersten vy —1 Gliedern iiberein- 
stimmen; im v-ten aber nicht, so daB a,+b,. Ich behaupte: der durch 


(163) v, = 4,u% + a,u% +---+4,_,4%-1 + tu 


definierte Primteiler zweiter Stufe 8” ist wnter den B, (i =1, 2, ..., 2) 


enthalten. Es steht aber nicht immer umgekehrt jede Kurve 8, zu zwei 
Wurzeln von P(u,v)=0 in der angegebenen Beziehung. 

Zum Beweise nehmen wir an, es bleibe 8” Primteiler zweiter Art und 
gehére zu einer der aus S hervorgehenden Stellen, etwa zu S’. Es seien 
4, « die HilfsgréBen fiir diese Stelle. B®” werde fiir die Umgebung dieser 
Stelle definiert durch 
(164) m= uw, =—e,d% + 6, 4%+-- ++ e,-,47-2 4+ 847. 

Es sei fiir die Umgebung von S’ , 
(165) P (u,v) =A? u* BA, w). 





ee 
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In (163) sei der Hauptnenner der Exponenten «,, «,..., ¢, 6-mal 
so groB wie der der ersten »—1 Exponenten «, und in (164) sei der 
Hauptnenner der Exponenten ¢,,¢,,...,¢, e-mal so groB wie der der 
ersten y — 1 Exponenten ¢,. Setzen wir dann t; —1,, t' 1, so gehért 
zu jeder Stelle des Kérpers 8“ ein und nur ein Wert von t, und ein 
und nur ein Wert von r (vgl. Nr. 2). Zwischen r und 1, besteht also eine 
bilineare Gleichung, so daB zu jedem Wert von 1, ein Wert + gehért und 
umgekehrt. 

Es sei nach steigenden Potenzen von u geordnet 
(166) P(u,v,) =g)(t,)u*+---. 

Dann ist wegen (161), (162) g,(z,) durch (1, —a@) (%,— b?) teilbar. 
Ferner sei 

(167) Bla, wy) = Bolt) A? +--+. 

Da die Auflésung der Stelle S so beschaffen sein soll, daB die Kurve $ 
an keiner der aus S hervorgehenden Stellen einen mehrfachen Punkt hat, 


so ist g,(t) héchstens vom ersten Grade in r. Nun hat wu als Funktion 
von 4, « die Form (vgl. Nr. 3) 


(168) u=A'u* BA, «), 
wo £(0,0)+0. 
Es wird 


{ P(u,v) ~ 
t « = bance Go (t,)- 


Andererseits ist wegen (165), (167), (168) 


{70e")} on —fe{*) 
u“ Je» E*(0,0) 


Die Faktoren 4, « miissen sich fortheben, da sie beide fiir BY —0 mu 
Null werden. Da aber g,(r,) die Faktoren r,— a, und 1, — b, enthilt, 
Jo (t) héchstens vom ersten Grade ist, so ergibt sich ein Widerspruch, da 
zwischen 1, und r eine bilineare Gleichung besteht. 


Halle a.d.S., Mai 1921. 


(Eingegangen am 15. 5. 1921.) 








Ober Kreise und Kugeln im Riemannschen Raum. II. 
Von 


B. Baule in Graz. 


Problemstellung. 

§ 1. Die Kriimmung und Windung einer Raumkurve. 

§ 2. Koordinaten: Riemannsche Normalkoordinaten und Zy- 
linderkoordinaten. 

§ 3. Der Gang der Lésung. 

§ 4. Die Differentialgleichungen: : = konst. und + =0. 

§ 5. Das Ergebnis. 


Die vorliegenden Untersuchungen schlieBen sich eng an eine unter 
dem gleichen Titel in dieser Zeitschrift erschienene Arbeit an‘). Es wurden 
dort zwei verschiedene Definitionen fiir den Kreis und die Kugel auf die 
Riemannsche Geometrie, deren MaSbestimmung durch eine beliebige positiv 
definite quadratische Differentialform mit veranderlichen Koeffizienten ge- 
geben war, iibertragen. Dabei zeigte sich, daB nur auf den Flachen mit 
konstantem Gaufschem KriimmungsmaS die ,,Entfernungskreise“ (geo- 
metrischer Ort der Punkte gleichen geoditischen Abstandes) zugleich 
», Kriimmungskreise“ (Kurve konstanter geoditischer Kriimmung), da8 
nur im Raum konstanter Riemannscher Kriimmung (euklidischer und 
nicht-euklidischer Geometrie) die ,, Entfernungskugeln“ (geometrischer Ort 
der Punkte gleichen geodatischen Abstandes) zugleich ,, Kriimmungskugeln “ 
(geschlossene Flache konstanter mittlerer Kriimmung) sind. Und es ergab 
sich, daB es nur auf Flachen mit konstanter GauSscher Kriimmung und 
nur in Réumen mit konstanter GauBscher (skalarer) Kriimmung geschlossene 
Kriimmungskreise bzw. Kriimmungskugeln geben kann, die sich bei Wah- 
rung ihrer Eigenschaft auf jeden Punkt zusammenziehen lassen. 





*) B. Baule, Uber Kreise und Kugeln im Riemannschen Raum. I. Math. Ann. 
83, S. 286. 
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In den vorliegenden Ausfiihrungen soll die entsprechende Frage, die 
fiir die Kriimmungskreise auf Flachen beantwortet wurde, fiir die ,, Kriim- 
mungskreise“ im Raum mit Riemannscher MaSbestimmung (Kurven kon- 
stanter Kriimmung und verschwindender Windung) erledigt werden. 

Es ergibt sich als notwendige Bedingung fiir die Geschlossenheit 
aller Kreise zunichst das identische Verschwinden der ,,kovarianten Ab- 
leitung‘“‘ des Riemannschen Kriimmungstensors. Daraus wiederum folgt, 
da8 der Raum entweder euklidisch oder nichteuklidisch sein oder endlich 
ein Bogenelement haben mu8 von der Form 


ds* = dz*+dr*+ z sin? (VK r)dq’, K = konst. 


Das Problem stammt von W. Blaschke, dem ich auch fiir manchen 
guten Rat bei der Lésung zu danken habe. 


§ 1. 
Die Kriimmung und Windung einer Raumkurve. 


Es sei die Metrik des Raumes durch eine positiv definite quadratische 
Differentialform mit veranderlichen Koeffizienten festgelegt, 


ds* =») 9,42, dz,. 

Was man in diesem Falle unter der Kriimmung und Windung einer 
Raumkurve xz; = z,() zu verstehen hat, hat W. Blaschke in einer ,, Frenets 
Formeln fiir den Raum von Riemann‘) iiberschriebenen Arbeit dargelegt. 

Es ist die Kriimmung 





1_ yD, 
e D 
(1) und die Windung 
1 yD,D, 
eee (lie 


Darin bedeuten D,, D,, D, die ein-, zwei- und dreireihige Determinante 
links oben in der Matrix 

(1,1) (1,2) (1,3)! 
(2) D=| (2,1) (2,2) (2,3)|, 

(3,1) (8,2) (8,3) 
und (r,s) bezeichnet das skalare Produkt der Vektoren &,, und &,), die 
ihrerseits durch (r —1)- bzw. (s — 1)-malige ,,kovariante Ableitung“ aus 
dem Tangentenvektor 


*) W. Blaschke, Frenets Formeln fiir den Raum von Riemann. Math. Zeitschr. 
6, S. 94. 











i dz, 
om) = “7. 
entste hen: 
aes 
(3) Fy) = ae +>) Ti engin, 
r,@ 
i aes ; 
Eis) — — +) Vv F(a) F(a), 
r,@ 
(4) (r, 8) = Doin Su) 


Durch I{, sind nach dem Vorbild von H. Wey! die ,,Christoffelschen 
Dreiindizessymbole* i} bezeichnet. 
+ 


§ 2. 
Koordinaten. 


Als Koordinaten sollen Riemannsche Normalkoordinaten und Zylinder- 
koordinaten nebeneinander verwandt werden. 


Bei Zugrundelegung Riemannscher Normalkoordinaten hat das Quadrat 
des Bogenelementes die Gestalt: 


ds* = >) dy? + 7 Piz P,,? 
worin 


P= ¥ty, — ¥, Fy, 


und die §,;,,, durch die Metrik des Raumes bestimmte konvergierende 
Potenzreihen in den y, sind: 


Biz. re = M.ret+ >, Bo yt. 


Bei geeigneter Normierung werden die $,, ,, durch die Metrik des 
Raumes eindeutig bestimmt. Es sind ~nn die «,, ,, die Komponenten 
des Riemannschen Kriimmungstensors im Nullpunkt, die a. deren Ab- 
leitungen nach y,, und die spiteren Koeffizienten setzen sich ebenfalls 
aus den Komponenten des Kriimmungstensors und deren Ableitungen im 
Nullpunkt in bestimmter einfacher Weise zusammen (vgl.I §8). Will 
man eine strenge Unterscheidung zwischen ,,kovarianten“ und ,,kontra- 
varianten“‘ Vektorkomponenten in der Schreibweise haben, so hat man 
bei den p,, wie bei den y, die Indizes nach oben, bei den £,? |, aber auch 
das (¢) nach unten zu setzen. Aus Bequemlichkeitsgriinden ist das hier 
wie in I nicht geschehen. 
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Fiihren wir Zylinderkoordinaten ein vermittels 


¥,>=2;, 
¥, =f cos”, 
¥,= FT sin p, 


so bekommt das Bogenelement die Form: 
ds*=(14+%,,+%,,+...)d2?+(14+%,4+8,,4+...)dr? 
(5) $1 4+ %.+Byt...)r*de? 
+ 2(%,, +B, +...)dzdr+2(%,+%,,+...)rdzdp 
+ 2(%, + B,+...)rdrdp, 
Mya = (G53, 31 8° + ye, 19 ©? — Mey 19 8)”, 
Ase = (gy 51 8° + Myo 1g OC” — My 19 8C) 2", 
UAsg = Mpg ag TH (gy gn C7 + Myo, 19 87 + Myy 19 8C)Z” — (Crag 9 OT Mag, 19 8) 72, 
Wye = (— My, 31 8° — Myo 19 ©? + Oy, 19 8C) 27, 
Ag = (— Oy, 93 8C + yg pg 80 + Gy, 19 (€* — 8*))zr-+(e@y, 9,8 — Mos 10 c)r*, 
Aas = (gy, 91 SC — Gye 9 SC — Wy, 49 (C* — 8*)) 27 — (G5 918 — Oyy gC) TZ. 
Die $;, gehen aus den &;, dadurch hervor, daB man die in den &;, 
auftretenden «,, ,, ersetzt durch 
Se ret + Bey, 7008p + By ,,rsing. 
Es ist zur Abkiirzung gesetzt: 
c= cosg; s=sing. 


Wir hatten friiher das Quadrat des Bogenelementes geschrieben: 


ds* =D) 9;,d%,dz,. 
In unserem Falle ist also: 


%,=2; %=T; %~%=7 
und 

1+%,,+...; Wet... 5 rUet..- 
(6) [lgexll= |] Grete. 5 L+Unt...; rUs+.-- 


4 TO rU+... 5 £9(1+4,,4+...) 
Es sei hier auch gleich die Matrix der g** angefiigt: 


1—&,—...; —&,,—...; —=%,—... 
(7) Ig#=|) —W%—--s 1-Wy—..3 —SM—... 














1 1 
—FUs—---3 —FMs—---s G(1—%s—---) 
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§ 3. 
Der Gang der Lésung. 


Die Raumkurve, deren Kriimmung 1: o = konst. und deren Windung 
1:1 = 0 vorausgesetzt wird. werde dargestellt durch 


r=r(9), 

z=2(¢). 
Diese beiden Funktionen von g haben den beiden Differential- 
gleichungen ; 


—=konst. und = @ 
e t 


zu geniigen, nachdem wir dort statt des Parameters ¢ den Parameter 
eingefiihrt haben. 

Aus der Schar simtlicher Lésungen der Differentialgleichungen greifen 
wir die Schar heraus, die die unendlich kleinen konzentrischen Kreise um 
den Nullpunkt der geodiitischen Fliche z= 0 in sich enthilt. Beriick- 
sichtigen wir noch die Tatsache, daB die Geometrie des Raumes im Un- 
endlichkleinen nicht nur in erster, sondern auch noch in zweiter Naherung 
(d. h. solange die zweiten Potenzen der Entfernungen vom Nullpunkt als 
gegen die Einheit verschwindend angesehen werden) euklidisch ist, was 
man sofort aus dem Bogenelement erkennen kann, so kann man die Glei- 
chungen dieser Kurvenschar in der Form ansetzen: 


(8) r=o(1+a(y)0*+6(y)0*+...), 
z= o*(a(p)+PB(p)o+...). 

Mit diesem Ansatz werden wir in die Differentialgleichungen hinein- 
gehen. Sie werden dann zu Identitaten, die eine Koeffizientenvergleichung 
gestatten. Wir bekommen auf diese Weise fiir die a(g), 5(¢),..., 
«(p), B(m), ... eine Reihe von Differentialgleichungen, die samtlich 
periodische Funktionen zu Lésungen haben miissen, wenn es eine Schar 
von geschlossenen Kurven der gekennzeichneten Art geben soll. 


§ 4. 


Die Differentialgleichungen , = konst., , == ©. 

Wir schreiten nunmehr dazu, die Differentialgleichungen fiir die Raum- 
kurven 1:9=konst., 1:10 aufzustellen. Nach §1 haben wir dazu 
die Christoffelschen Symbole I°;, nétig. 


Fd, Ga Ene x 
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(9) Pe (‘] =3(Fe+- x). 





Um jede unnétige Rechenarbeit zu ersparen, soll vorerst nur die GréBen - 
ordnung der 18 verschiedenen I;, festgestellt und dann mit allgemeinen 
Koeffizienten soweit gerechnet werden, wie es ohne Erschwerung der Uber- 
sicht méglich ist. Wir werden dann erfahren, da8 wir nur wenige der 
Ty, fiir die Lésung der Aufgabe wirklich ausrechnen miissen. 


Es soll von vornherein die in § 3, (8) getroffene Auswahl der Kurven 
beachtet werden. Man findet so: 


Mi, .=et(4+...)s Tie= o(Bt+..-)s Myss=e%(C +...); 
Pye. = 0°(D+...); Tyg. = 0° (EF +...); Ts.3 = 0°(F +...); 
Iys,, = 0°(4 +...); lys,2 = o(H+...); Ths, 3 = 0° (J +...); 
ry. = o(K+...); Pys,2 = 9°(L+...-); I,.5 = 0? (M+...); 
Py = e8(N+...); Tys.=07(0+..-); Ny .=e°(P+...); 
Poi = 07(Q+.--)s Uys 2=ot(R+..-); Vs. 2= (8 +...). 


Berechnet man daraus die J°', gemaB 


ri =D) 9 Trs,2, 
so wird 


Ty, = 0° (A+...); It = e(B+.. 
Mn =07(D+...); Ih=et(E+...); 


oh ok 
Li 
—® 2 
at 
+.3 


(10) Tis = 0° (@ +...); Is = o(H+...); T3s = 0° (H +...); 
‘ 





. . 
Ne eee eee = 


) 
Ii; = 0(K+...); Is = 0° (L +...); n= M+...; 
ri, = 07(N+...); I's = 07(0 +...); iis = o(P +...); 
[Ta=o(Q+...); Me=et(R+...); Ta= —(8+...). 


Im Koeffizienten der niedrigsten Potenz stimmen die I‘, mit den 
T,,,; tiberein. Die Potenz selbst ‘t bei den I, um 2 niedriger, im 
iibrigen ebenfalls gleich. 


Die Rechnung wird zeigen, daB wir von den A, B,..., 8S zur Lésung 
der Aufgabe nur D, G, H und O zu kennen brauchen. Diese sind: 
D +... HO (Og, 9 87+ Gye 9 O* — Wy, SC) +..-, 
G +... =F (Gyg gi 6 + gs 98) +---s 
(11) ;}—H+...=1+(a+ 2a,, ,,)0° 
+- (6+2 ey as t+ 2 Bae os? — $ (eg, 51 © + 51,19 4) o*+..., 
O +... = 2 (Gyg 5,8 — yy 6) +--- 
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Bestimmen wir nunmehr fiir die Kurven 
r=o(1+a(p)o*?+b(4)9%+...), 
z= o*(a(p)+Pip)o +...) 

die Vektoren &,, (r = 1, 2,3)! Aus (5) folgt: 


= sf{i- (+3 Gos 23) 2” —(6+5 5B es es * os 5h. s)o*+...}. 


Es wird somit nach (3) und (6) 








j= ote ges 
(12) ,&° =o o*(a’+b'o+.. 
i=s ~{1— a+ 5 ts.2 2s) 9° — (b+ 5B ,,¢+5 8, 8) 0 *+...4; 
gy =e" + (8 +@)ot...s 
(13) = <{1—(a+a"— Gos, 23) 92° *— (b+ b” — ve os © — Bre os? 
+ F[%s, 91 © + hay 12 8) + 2a’ pacaomng, gener | 3. 
= — <{1— Bo" — Wo*+...}; 
. Lim . 2a ’ 
fa => {« + (Bg +G +D)o+...}, 
14 a 
( ) ta + =f 
[et a” pr 
Bedenkt man, daS 
11+ o%(...); o7(...); o*(...)5]| 
igull=|) 9%(---)s 1+ 0%... o*(...):| 
| "ot CR o*(...); o%(1+ 0%(...))]| 


ist so erhalt man fiir die skalaren Produkte (r,s) = = Gin Sin gf, 
(1,1)=1, 


(1, 2)=e(..-), 
(1,3)=—«’a”+..., 


(15) } (2, 2)={1—2Ge*— 2¥o*+...}, 
(2,8) = + {(a"a"— 9") +...}, 


(3, 3) = sta" + (8" "+6 4+ D+...)e+...} 
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| 1; oe i. a 
)D= o(...)¢ 2 {1-- 28o*— 2¥o*+...}; © gaa” — @') +...3; 


vo 


da” +.5 A{(a"a"—O')+...}; Sa" (B"4+@'4+D+...) +... 


und nach (1) 
= = {1— o"— [P+ 3(a’a™)*] 0% +...}, 
(17) © = 241 — (a +0" — tgs, og) 07 — (6+6"— pi? ,c— BY ,,8 
+ F [9,21 © + Hyp, 108) + 20’ [ag 91 8 — Ms, 19 ©) e*+...}; 
2 =0={14 o"4+ Po*+...} [a+ (6"+6'+ D)o+...}, 
(18) 0 = {14+ Go"+ Mor+...} [0+ (B" +3 lees, 126 — Gs, 014] 





+ @ [O31 0°+- a. 190° — Ws, 19 8C]) 0 +.. |? . 
Diese Identitaéten liefern uns die gesuchten Differentialgleichungen 
fiir a(p), b(y), «(p) und B(p) 


(19) aie = Gag 23> 
a” = 0; 
‘ot ee +f e+ S[...J+20'[.-.], 


”" 


Bo = — $F (eas 19 © — Mg, 3, 8) + @[--.]. 
Die Gleichungen I haben periodische Lésungen in a und a, z. B. 
B=lyg 933 =O. 
Fiihrt man « = 0 jetzt in II ein, so erkennt man, daB die erste der 


Gleichungen keine periodische Lésung mehr besitzt, wenn nicht 


(21) ‘ =0 und £*. —0 


23,23 23,23 
ist. Denn Ila ist die Differentialgleichung der erzwungenen Schwingung 
bei Resonanz. 


Wir haben damit, da die z-Richtung keine ausgezeichnete Richtung 
des Raumes war, das Resultat gefunden: 
Wenn sdmtliche Kurven mit konstanter Kriimmung und verschwin- 
dender Windung geschlossen sein sollen, so mitissen notwendig alle 
(#) kk . 
Be a0 und By, =0 = (tk = 23, 31, 12) 
sein. 
Mathematische Annalen. 84. 14 
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§ 5. 
Das Ergebnis. 
Es soll jetzt gezeigt werden, daB aus der Bedingung 
BY «2 =| bei beliebiger Orientierung 
B®. —0| der Koordinatenachsen, 
thik 
die fiir die Geschlossenheit der vorgelegten Kurven als notwendig erkannt 
wurde, das Verschwinden simtlicher fil folgt. Spater wird gezeigt, daB 


das Verschwinden der Ye das Verschwinden der kovarianten Ableitung 


des Riemannschen Kriimmungstensors nach sich zieht. 
Es wird jetzt vorausgesetzt : 


(¢) = 
Be, — 0 
ik) 


bei beliebiger Achsenorientierung. 
Pa 


Dreht man das Achsenkreuz um die y,-Achse, so daB 
= ie 
—— m . = ; 2 o 
UE ve Ys ant at 
Ys = RY, + MY; 
Pog = Pos) 
Ps = MP5, — MPi2> 
Pye = NPyy > MPjo, 
so wird, wenn man diese Substitution in das Riemannsche Bogenelement 


einfiihrt: —y 7 
det = Saat +S BanPuP 


Vy re 7 on’ OT ae 
a dy; +» Biers Pit Prs > 

, ’ 2 - , = 2 . 
(23,293 = e323; Ogi. 31 == M~- Ug, 91 —- MNGs1 19; K19,12 = N°Ui2,12 — MNEs; 12; 


, . , aa . 
(C23 81 = Mog 31 -- NUs3 12; 93,12 = MUg3 12 — NEs3, 31; 


, — 2 3 9 , \- 
63, 19 = (M* — N* ) gy. 12 -> SMM Kye, 12 — Gs, 31); 
i, — Io 
23,23 = Pos os; 


*) 2 git) , 2g) _ 
By, y= m s1.a1 Bye yg > MBs, 493 


Boa = m* SS Tr m* Bs 5 i n*mBs. 2 n*p’, 12 m*nBs 1s 
+ m*n ut 
yl eae | m* Bs.» ‘% m* Bs 1 = ee re mn* Bry 1227 mn* ps 12 
r m*npy 12° 
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Da nun nach Voraussetzung 
“a 
Bstor = 0 
(3 
Bs. 
so folgt aus den obigen Gleichungen 


’ 2) . an af Oe ee 
(22) 4 a= 0; Bie 2 = 95 51,12 = 93 Bay. se = 95 By = 0. 


fiir jedes m,n, 


In der gleichen Weise folgt aus Drehungen um die y,- und y,-Achse, 
daB auch die iibrigen f/)’ ,, = 0 sein miissen. 

Die feo waren die Ableitungen der Komponenten des Kriimmungs- 
tensors nach den y, im Nullpunkt bei Zugrundelegung Riemannscher 
Normalkoordinaten. Wir wollen jetzt den Kriimmungstensor von dieser 
Spezialisierung befreien. Die Koordinaten seien z,, das Bogenelement 
ds* = +g,,dx,dxz, und der Kriimmungstensor R;, ,,. Wir wollen jetzt 
den Tensor 5. Ordnung herleiten, der die ,,kovariante Ableitung‘ (,,Er- 
weiterung“) von R;, ,, darstellt. Zu dem Zwecke nehmen wir vier be- 
liebige kontravariante Vektoren &, 7, ¢, # und bilden die Invariante 
= Ri, -n€n*t' 0". Es sollen im folgenden die Summenzeichen in der 
bekannten Weise fortgelassen werden. Die Summierung erfolgt stets nach 
den doppelt auftretenden Indizes. 

Die Variation, die die Invariante R,,,,£‘»*¢’ 0" bei einer infinite- 
simalen Verschiebung lings der Kurve z;= 2;(8) erfahrt, ist 

DR i, 9 $' nko’ Of — Mikes ba inter Ry [bg nto 
fd 
~ Ebb lO + Ent dC I" + Sint tO0"]. 

Setzt man noch voraus, da8 wahrend der Verschiebung die £, », ¢, 
langs der Kurve parallel zu sich mitgenommen werden, d. h. der Bedingung 
geniigen *) 


(23) dé‘ = — I}, é"d2,, 
so wird, wenn man noch eine geeignete Umnennung der Indizes vornimmt, 
ORie eS) y*C' 


oR s } i »r 
=|—a = TS Ret, re main If, Ries — TY Riz,as tz Psp Rix, re| g n*e O° d2p. 


Ox, 


Der Tensor 5. Ordnung, der jetzt auf der rechten Seite in der Klammer 
steht, stellt die ,,kovariante Ableitung’‘ des Kriimmungstensors dar: 
oR 
(24) Riz,re:p —_ ~_ = TE Re. 1s a Vf, Rig. re — Tp Riz,es a TS Bis.cc- 


%) Siehe H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, 4. Aufl., § 14, Berlin 1921. 
14* 
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Wahlt man als Koordinaten z; die Riemannschen Normalkoordinaten y,, 
so sind im Koordinatenanfang die I, simtlich Null. 
R 
Die —*"* sind die 6% ,, die nach (22) ebenfalls ausnahmslos ver- 
schwinden. Es ist somit die kovariante Ableitung des Kriimmungstensors 
im Nullpunkt, und da dieser ein beliebiger Punkt des Raumes war, an 
jeder Stelle Null: 


(25) — 0. 
Das ist also jetzt die notwendige Bedingung fiir die Geschlossenheit 
unserer ,,Kreise“. 


Fiir den einmal verjiingten Riemannschen Kriimmungstensor R,, kann 
man in der gleichen Weise, wie oben fiir R,, ,, geschehen ist, die ko- 
variante Ableitung bilden. Man findet 


OR 
(26) R,, »= am | le I — Th, Bie: 
Aus denselben Griinden wie R,, ,, , ist bei unseren Voraussetzungen 
(27) Ri» = 0. 


Der symmetrische Tensor R;,, dessen Hauptelemente R;, die Werte 
der Richtungsinvariante der Kriimmung in den Achsenrichtungen angeben, 
wird durch das ,,Kriimmungsellipsoid“ 

R,,é°e* =1 
dargestellt. (Vgl.I, §8.) In jedem Punkte des Raumes sind dann durch 
dieses Ellipsoid im allgemeinen drei Richtungen, die Richtungen der Haupt- 
achsen, ausgezeichnet, Ist das <"riimmungsellipsoid ein Rotationsellipsoid, 
so liefert es fiir jeden Raumpunkt nur eine, ist es eine Kugel, so gar 
keine ausgezeichnete Richtung. Im letzteren Falle liegt ein ,,Raum kon- 
stanter Kriimmung“ vor. (Vgl. I, § 8.) 

Wir wollen nun die Annahme machen, das Kriimmungsellipsoid habe 
drei Achsen, es gebe also in jedem Raumpunkt drei ausgezeichnete Rich- 
tungen. Wir werden sehen, da8 wir dann bei gleichzeitiger Voraussetzung 
von (27) auf einen Widerspruch geraten. Man findet namlich: wenn 
drei Achsen existieren und gleichzeitig (27) gilt, so muB notwendig die 
Geometrie des Raumes euklidisch sein, was der Voraussetzung wider- 
spricht. Es mu8 das Ellipsoid also mindestens Rotationssymmetrie haben. 

Die Achsen des Kriimmungsellipsoides (28) findet man aus der 
Extremaleigenschaft der Achsenpunkte 


9:,¢° 5" = Extr. 
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d.h. aus den Gleichungen 
(Gin — AR,,)&" = 0, 


29 

wm R,,¢°¢" = 0. 

Aus den ersten drei Gleichungen folgt fiir 4 
Gix — 4B, | = 0. 


Wir wollen nun als Koordinaten wieder Riemannsche Normal-Koordinaten 
wahlen, und die Achsen so legen, da8 sie im Nullpunkt mit den Achsen 
des Kriimmungsellipsoides zusammenfallen. Es ist dann, wenn die Glieder 
zweiter Ordnung in den y, mit (y*) bezeichnet werden, im Nullpunkt 
wegen (22) 

(31) R,,= «,,+ (y*)+.-.- (16S Hr) 
R,,=0 +(y*)+... 

9, =1+(y*)+..- 

Gin =9+(y*)+---, 

und es wird die Gleichung (30) fir 4 


(32) 


1 —da,, +(y*)+...; (y*)+..., (y*)+... 
(y?)+..-3 1+ day, + (y*) +-.--; (y*)+..-. =0. 
(y*)+...; (y*)+...; 1+ da,, + (y?) +... | 


‘ a 2) 4 . Se a eae — dew aes 
(38) =F +) 4-5 KH Lt) 4-5 AHF 
Setzt man 4, in (29) ein, so folgt fiir die erste der drei Achsen des 
Kriimmungsellipsoides 
get: g? = Gute) Cute) + (ys) +... 20+ (y2) +...20 + (y*) +... 
und unter der Voraussetzung 
14H Gay 
34) 11 
( «11 Ms 

3 


(35) fa H(y*)+.003 FHO+Yy*) +... HH O+(y*) +... 


Hieraus folgt, daB die Bedingung (23) fiir ,,Parallelitat“ 
‘ ag* oe ¢ oF 
bé = 7g, t= — Tee bz, 


im Nullpunkt fiir jedes dz erfiillt ist 


eet r 
(36) c= —Ij,é . 


Oz, 


denn im Nullpunkt verschwinden wegen (32) simtliche I, und gema8 
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(35) auch die S-. Ee ist also in der Tat die ins Auge gefaBte Achse des 


Kriimmunggellipsoides in einem unendlich benachbarten Punkt ,,parallel“ 
zu der entsprechenden Achse im Nullpunkt, in welcher Richtung man 
auch fortschreitet. Und das gilt, da der Nullpunkt beliebig war, allgemein. 
Das durch das Ellipsoid gegebene Richtungsfeld, bzw. die drei Richtungs- 
felder, sind im ganzen Raum stationir. Daraus folgt nun, daB sie 
»integrabel sind. Das soll heiBen, es gibt 2u jedem der Richtungsfelder 
eine Flachenschar, die von dem Feld iiberall orthogonal durchsetzt wird. 
Oder physikalisch ausgedriickt: Das dem Richtungsfeld ¢* kontragredient 
zugehérige Kraftfeld &, besitzt ein Potential. Da das zutrifft, sieht 
man sofort, wenn man (36) in den kovarianten Komponenten schreibt: 


(37) im Iv 8. 
oz, iar 
Daraus folgt unmittelbar das identische Verschwinden von rot é, 
ag, 4, r 2 
(38) in ~ te Ta — Tale, =0, 


also das Vorhandensein eines Potentials. 


Setzt man voraus, daB die drei Achsen des Kriimmungsellipsoides 
alle voneinander verschieden sind 


(39) Oy, FH Me M5, 


so findet man auf diese Weise drei zueinander orthogonale Flachenscharen, 
die man zweckmaBig als Koordinatenflachen wahlt. Diese Flaichen sind 
voll geodatisch, d. h. sie enthalten co* geoditische Linien. Das folgt aus 
der Tatsache, da8 bei einer Parallelverschiebung zweier Vektoren lings 
einer Kurve der Winkel erhalten bleibt. Verschiebt man demnach einen 
beliebigen Vektor, der senkrecht zur z,-Richtung («,,-Achse) steht, 
parallel zu sich in der eigenen Richtung, so bleibt er stets senkrecht zur 
z,-Richtung. Die geoditische Linie, die er durchfahrt, liegt also ganz in 
der Flache z,=—konst. Die Existenz dreier orthogonaler geoditischer 
Flachenscharen ist aber kennzeichnend fiir den euklidischen Raum. Das 
heiBt fiir das Kriimmungsellipsoid: es ist 
ty, = Byq = Hy = 0; 

und das steht mit unserer Voraussetzung (39) «,, + 4 + ,, im Wider- 
spruch. Sie ist also falsch. 

Es bleiben somit nur zwei Méglichkeiten. Entweder es sind zwei 
Achsen des Kriimmungsellipsoides einander gleich, wahrend die dritte von 
diesen beiden verschieden ist, oder die Achsen sind alle drei einander 
gleich, d.h. das Kriimmungsellipsoid ist eine Kugel. 
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Im ersteren Falle mu8 das Kriimmungsellipsoid in einen Kreiszylinder 
ausarten. Denn ebenso wie friiher folgt in diesem Falle, daB die eine 
ausgezeichnete Richtung integrabel ist und ein Vektor dieser Richtung 
eindeutig in jeden Raumpunkt parallel verpflanzt werden kann. Es ist 
R,,=0 fir k= 1, 2,3, wenn die ausgezeichnete Richtung als zx, - Rich- 
tung gewahlt wird. Wir haben einen Raum, der in einer Richtung eben, 
senkrecht dazu aber konstant gekriimmt ist, was aus dem als notwendig 
erkannten Verschwinden der kovarianten Abieitung des Kriimmungstensors 
folgt; der Raum hat zylindrische Struktur. 

Im zweiten Falle haben wir einen Raum konstanter Kriimmung. 
Seine Geometrie ist euklidisch oder nichteuklidisch. 


Mathematisches Seminar der Hamburgischen Universitat, Marz 1921. 


(Eingegangen am 3. 4. 1921.) 








Uber eine Verschirfung der isoperimetrischen Ungleichheit 
des Kreises in der Ebene und auf der Kugeloberfliche 
nebst einer Anwendung auf eine Minkowskische 
Ungleichheit fir konvexe Kérper. 


Von 


T. Bonnesen in Kopenhagen. 


Ist p der Umfang, f der Flacheninhalt einer ebenen Kurve, so besteht 
bekanntlich die Ungleichung 


wobei das Gleichheitszeichen nur fiir den Kreis gilt. Bei dem Versuch, 
diese Ungleichung mit elementargeometrischen Mitteln zu beweisen, gelangte 
ich zu folgender verscharften Ungleichung 


P—f>FR-ry, 


wo R den Radius des kleinsten die Kurve enthaltenden Kreises, r den 
Radius des gréBten der Kurve einschreibbaren Kreises bedeutet, und wo 
das Gleichheitszeichen wiederum nur fiir den Kreis gilt. Nach dem Be- 
weise dieser isoperimetrischen Ungleichheit wird die analoge Ungleichheit 
auf der Kugel abgeleitet, und mit Hilfe der gewonnenen Resultate beweise 
ich dann die von Minkowski entdeckte Ungleichheit fiir konvexe Kérper 
:* 
a. 0 => 0, 
wo o die Oberflache und k das unten niaher bezeichnete Konturintegral 
des Kérpers bedeutet’). 


*) Comptes rendus 172 (1921), S. 1087—89. — Matematisk Tidsskrift, Kében- 
havn, 1921, 8. 1-13, 48-51. 
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I. Die isoperimetrische Aufgabe in der Ebene. 


1. Wir gehen von einem konvexen Polygon K aus, dessen Umfang 
und Flacheninhalt mit p und f bezeichnet werden, und konstruieren die 
auBere Parallelkurve K(o) von K im Abstande 9. Diese Kurve ist aus 
den um die Strecke 9 verschobenen Polygonseiten und aus Kreisbogen 
mit Radius 9 und Zentren in den Polygonecken zusammengesetzt. Der 
Umfang p(o) und der Flacheninhalt f(g) von K(g) sind unmittelbar 
durch die folgenden Formeln bestimmt 


(1) p(g)=229+p 

(2) f(o)=20*+ept+f. 

Diese Formeln lassen sich sofort auf eine beliebige konvexe Kurve iiber- 
tragen. Aus (1) und (2) folgt 


_ P(e)" 
M=*F —fle)= —- ° 


Der Wert von M ist folglich von 9 unabhiangig. Fiir 9 = — : nimmt 
die Funktion f(@) ihren Minimalwert, — M, an, wahrend p(o) = 0 ist. 
Unsre Aufgabe ist, zu zeigen, daB M positiv ist, oder daB der Minimal- 
wert von f(g) negativ ist. Es wird geniigen zu zeigen, daB die Funktion 
f(e@), die fiir positive Werte von g positiv ist, itiberhaupt fiir einen nega- 
tiven Wert von g negativ werden kann. Wenn in (2) 9 durch — o ersetzt 
wird, kann die Aufgabe so formuliert werden: 

Ist es méglich fiir ein beliebiges konvexes Polygon einen positiven 
Wert von 0 anzugeben, fiir welchen die Funktion 


(3) P(e) = op — f— 29° 
positiv ist? 

2. In dem speziellen Fall, wo das Polygon K einem Kreis mit dem 
Radius r umbeschrieben ist, sieht man gleich ein, daB m(r) > 0, weil 
dann rp=2/f und f>ar® ist. Es gilt aber allgemein der 

Satz 1. Fiir ein beliebiges konvexes Polygon vom Umfang p und 
Flacheninhalt f ist 
(4) v(r)=rp—f—2zr?>0, 
wenn r den Radius des grépten im Polygon enthaltenen Kreises bedeutet. 

Zur Bestimmung der Lage eines groéSten Innenkreises C kann man 
von einem Innenkreis ausgehen, welcher mindestens zwei Seiten von K 
beriihrt. Sind diese Seiten parallel, dann ist der gréBte Kreis schon ge- 
funden. Zwischen den Parallelen liegen zwei Reihen von Seiten, welche 
bis zur Beriihrung mit C parallel verschoben werden kénnen, ohne dab 
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der Wert von g(r) dabei geindert wird. Denn sowohl rp als f werden 
bei einer Verschiebung um die Strecke a um 2ra verkleinert. Der Kreis C 
wird von den Beriibrungspunkten mit dem neuen Polygon in Bogen ge- 
teilt, welche kleiner als 180° sind. — Wenn aber ein Innenkreis zwei nicht 
parallele Seiten beriihrt, dann gibt es einen gréBeren Kreis, der wenigstens 
noch eine Seite beriihrt, und die Kreisbogen zwischen den Beriihrungs- 
punkten sind kleiner als 180°. Der gréGte Innenkreis kann also jeden- 
falls immer so angebracht werden, daB er drei Seiten des Polygons tangiert. 

Es sei jetzt (Fig.1) ABCDEFGHA das gegebene Polygon mit 
seinem groBten Innenkreis. ABC sei eine Reihe von Seiten, welche den 
Kreis nicht beriihren, Z der Schnittpunkt der nichstliegenden beriihrenden 
Seiten, und A, B,C, seien so konstruiert, daB 


ge eS ae 
— . 








N G F M 
Fig. 1. 


Wir vergleichen die zwei Polygone ABCDEFGHA und 
A,B,C,DEFGHA und setzen 
p=1p—f—ar"*, 
1 = TP, —f,— 279°, 
?—%,=1(p—p,) —(f—f,). 
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Mit den Bezeichnungen LA =a, LC =c, AB+ BC=k und den ana- 
logen fiir A, B,C, ist 


P— p, = (a, — @) +(e, —¢)—(k, — k) =(1—m)(a, + ¢, — &,) 
f—f,=(1—m*)t,, 
wo ¢, den Flacheninhalt A, B,C, LA, bedeutet, und somit 
Y — = (1— m)r(a,+c,— k,) —(1—m"*)t,. 


Mit Hilfe der Dreiecke, welche ihre gemeinsame Spitze im Zentrum des 
Innenkreises haben und die Grundlinien LA,, LC,, A, B,, B,C,, sieht 
man, daB 

r(a, +¢,—k,)Sj2t, 
wo das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn A,B, und B,C, den Kreis be- 
riihren. Hieraus folgt 


? — P, > (1— m)- 24, — (1 — m*)t, = (1—m)*t,. 


Wir wahlen jetzt einen solchen Wert von 12, daB eine oder mehrere von 
den Seiten A, B,, B,C, den Kreis tangieren, wahrend die iibrigen auBer- 
halb des Kreises bleiben. Das gegebene Polygon ist dann durch ein neues 
ersetzt worden, welches eine gréBere Anzahl von Beriihrungspunkten hat 
und einen kleineren Wert von g(r) gibt. Mit diesem neuen Polygon 
wird eine analoge Transformation vorgenommen usw., bis man bei einem 
umschriebenen Polygon endet. Fiir dieses ist, wie wir wissen, g(r) positiv, 
und »(r) muB also auch fiir das urspriingliche Polygon positiv sein. Der 
Satz 1 ist hiermit bewiesen und somit auch die isoperimetrische Ungleich- 
heit, M > 0, fiir konvexe Polygone. 

3. Es ist nun méglich einen zweiten Wert von o anzugeben, fiir 
welchen ~(@) positiv ist. Es gilt namlich der 


Satz 2. Fiir ein beliebiges konvexes Polygon ist 
(5) g(R)= Rp—f—2R*>0 
wo R der Radius des kleinsten Kreises ist, 
welcher das Polygon enthdlt. 

Man sieht leicht ein, daB ein solcher 
kleinster AuBenkreis ¢ entweder eine gréBte 
Seite (oder Diagonale) als Durchmesser hat 
oder durch drei Ecken gehen muB8, welche 
ein spitzwinkliges Dreieck bestimmen. Die 
Ecken, welche innerhalb des Kreises liegen, 
sind also immer in Kreisabschnitten verteilt, 
deren Bégen héchstens 180° sind. Fig. 2. 
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Wir betrachten zuerst den speziellen Fall, wo der kleinste AuSenkreis 
dem Polygon umschrieben ist (Fig. 2). Uber jeder Seite wird ein Rechteck 
so konstruiert, daB die gegeniiberliegende Seite eine Tangente ist. Dann 
ist Rp—2f + die Rechtecke, oder Rp —f=—f + die Rechtecke, und 
weil die Jetztgenannte Figur den Kreis enthilt, ist Rp — f— aR*>0. 

In dem allgemeinen Fall aber, wo das Polygon Ecken innerhalb des 
Kreises hat, wird der Kreis nicht ganz in der Figur enthalten sein, welche 
von dem Polygon und den Rechtecken zusammengesetzt ist. Es gibt 
dann eine Reihe von einem Kreisbogen und zwei Rechteckseiten begrenzten 
Sektoren, welche auBerhalb des Kreises liegen (Fig. 3). Soll auch in 
diesem Fall Rp — f—2R* als positiv nachgewiesen werden, so ist zu 
zeigen, daB die Summe dieser Sektoren kleiner ist als die Summe der- 
jenigen Teile der Rechtecke, die auBerhalb des Kreises liegen. 








Fig. 3. 


Es sei (Fig. 3) A,A,A,A,A,A, ein Teil des Polygons, welcher in 
einem Kreisabschnitt kleiner oder gleich 180° enthalten ist. Durch die 
Ecken werden die Geraden A, P,, A, P,P,,... senkrecht auf A, A, ge- 
zogen. Weil die Summe der Sektorwinkel A,, A,,... gleich ~ B, A, P, 
+ 2 P,A,F,, ist, wird entweder eine und nur eine der Geraden A P durch 
den entsprechenden Sektor gehen (A, P, in Fig. 3), oder zwei von diesen 
werden mit zwei Rechteckseiten zusammenfallen. Die iibrigen Geraden 
durchkreuzen die Rechtecke, und es ist in Fig. 3 vorausgesetzt, da sie 
die Tangentenseiten selbst schneiden. Wir fangen mit dem Teil des 
Sektors A, an, welcher rechts von der Geraden A, P, liegt. Dieser Teil 
ist kleiner als A A,D,P,, welches in die Lage A A,D,P, parallel ver- 
schoben werden kann. Ein Teil dieses Dreiecks hat die gewiinschte Lage 
innerhalb des Rechtecks und auBerhalb des Kreises. Was iibrig ist, wird 
zum Sektor A, addiert, und die Summe ist in dem Dreieck A, Z, P, ent- 
halten, welches wiederum nach A A,#,P, verschoben werden kann. 
Dieses wird in derselben Weise geteilt, wobei man mit A A, F, P, endet, 
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welches auBerhalb des Kreises und innerhalb des letzten Rechtecks liegt. In 
analoger Weise behandelt man die Sektoren, welche links von A, P, liegen. 

Wenn (Fig. 4) die Gerade A, P, nicht die Seite D, D, sondern A, D, 
schneidet, ist der Doppelsektor A, in einem Trapez A, M, M, P, enthalten, 








Fig. 4. 


welches den namlichen Flacheninhalt wie das Trapez A, D,D, P, hat, und 
dieses Trapez hat die gewiinschte Lage. Die Ungleichheit 

gp (R)= Rp —f—2R*>0 
ist hiermit bewiesen. 


4. Aus dem gewonnenen Resultat, daB die Funktion y(e)= op — f—20? 
fir o—r und 9 = R positiv ist, kann man schlieBen, daB R—r kleiner 





ist als die Differenz aVF, _ f der Nullstellen von g(o), was uns den 
Satz liefert: 


Satz 3. Zwischen dem Umfang p und dem Flacheninhalt f eines 
konvexen Polygons besteht die Ungleichheit 


. 2 Re bi 
(6 ! F — f> n( 2 *) ) 
wo R den Radius des kleinsten AufBenkreises und r den Radius des 


grépten Innenkreises bedeuten. 

Der Umfang p, der Filacheninhalt f und die Radien R und r des 
AuBen- und Innenkreises einer beliebigen konvexen Kurve kénnen immer 
als Grenzwerte der entsprechenden GréBen eines umschriebenen Stiitz- 
polygons berechnet werden, und es mu8 deshalb fiir alle konvexen Kurven 
die folgende Relation gelten: 

- 2 R—-r\? 
(7) ig—f2a()- 
Also gilt nur wenn R=r, d.h. fiir den Kreis, die Gleichung 


2 
arse. 
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Die Relation (7) gilt auch fiir nicht-konvexe Kurven, welche einen 
bestimmten Umfang und Flacheninhalt haben, wenn R und rf fiir die 
konvexe Hiille berechnet werden. 


5. Aus der isoperimetrischen Maximaleigenschaft des Kreises kann 
man bekanntlich leicht folgern, da8 unter allen Figuren, welche von einer 
gegebenen Strecke und einem Bogen von gegebener Lange begrenzt sind, 
der Kreisabschnitt den gréBten Flicheninhalt hat. Diesen Satz werden 
wir benutzen, um zu zeigen, daB das Gleichheitszeichen in (7) nur fiir 
den Kreis (R =r) gelten kann. 


Aus den fiir konvexe Polygone geltenden Ungleichheiten (4) und (5) 
folgt fiir beliebige konvexe Kurven, daB 


(8) Rp>2R*+f, rplart+f. 

Und weil durch (7) ausgedriickt wird, daB R—r kleiner oder gleich der 
Differenz der Nullstellen der Funktion ¢(o) ist, kann das Gleichheits- 
zeichen in (7) nur gelten, wenn 


Rp=a2R*+f, rp=ar’-+f, 
das sagt, wenn 


(9) p=2(R+r), f =a”Rr. 


Wir werden jetzt voraussetzen, dai} eine Kurve K von dieser Be- 
schaffenheit mit nicht zusammenfallendem AuBenkreis C und Innenkreis c 
existiere. Fiir eine andere Kurve K, mit denselben C und c und mit 
derselben Lange p des Umfangs ist der Flacheninhalt f, durch die Un- 
gleichheit Rp > 2R*+ f, beschrankt, d.h. f>f,. 

Es kann gezeigt werden, daS K aus Strecken und Kreisbogen zu- 
sammengesetzt sein muB. Im entgegengesetzten Fall kénnte man auf 
einem Bogen, welcher C und c¢ verbindet, einen inneren Punkt Q an- 
geben, dessen Umgebung weder gerade noch kreisférmig ware, und weiter 
zwei von Q getrennte Punkte P und R so dicht an Q, daB der Kreis- 
bogen PR, welcher dieselbe Lange wie der Bogen PQR hat, auch zwischen 
C und c lage. Wiirde der Bogen PQR durch den Kreisbogen PR ersetzt, 
so erhielte man statt K eine neue Kurve K, mit demselben Umfang, 
aber mit einem gréBeren Flacheninhalt, f, > f, und zu K, gehérten die- 
selben C und ¢ wie zu K. Dann ist aber, wie oben nachgewiesen, /, < /, 
was mit f, > f im Widerspruch ist. 

Es ist selbstverstandlich, daB K den Kreis c beriihrt. Wir werden 
zeigen, daB K auch C beriihren mu. Man sieht leicht, daB eine auBere 
Parallelkurve K’ von K von derselben Art (9) wie K ist. Denkt man 
sich, daB zwei Bégen von K in einem -auf C gelegenen Knickpunkt M 
zusammenstoBen, so wiirde der M entsprechende Kreisbogen auf K’ mit 
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einem anderen Kreisbogen innerhalb des AuBenkreises von K’ zusammen- 
stoBen. Das ist aber unméglich, wie wir gesehen haben. 

K muB also aus Kreisbégen bestehen, welche C und c beriihren. 
Die innere Parallelkurve von K im Abstand r zeigt aber, daB dann K 
ein Vollkreis sein mu8. Dieser fallt aber mit seinem AuBenkreis und 
seinem Innenkreis zusammen. Es gibt also keine andere konvexe Kurve als 
den Kreis, fiir r->Iche die Relationen p == 2( R + r) und f = 2 Rr bestehen. 

6. Aus (7) erhellt, daB, wenn pcaiR-—r), auch f<2Rr ist. 
Und wenn f>2Rr, ist p>a(R-+r). 

Beispielsweise ist fiir eine Ellipse mit den Halbachsen a und b 
R=a, r=b, f=-zab, und aus (7) folgt deshalb, daB p>a2a(a-+b). 

Als zweites Beispiel fiihren wir die Kurven konstanter Breite b an. 
Hier ist R+r=b6 und p=ab=—a(R+1r), also f<2Rr. 


Il. Die isoperimetrische Aufgabe auf der Kugel. 


7. Es soll jetzt die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises auf einer 
Kugelflache untersucht werden, indem wir denselben Weg einschlagen wie 
in der Ebene. Es wird sich zeigen, daB die Verhaltnisse hier viel ein- 
facher sind. Die ganze Uberlegung beziiglich der Figuren 1, 3 und 4 
fallt namlich fort und es wird nur von der Tatsache Gebrauch gemacht, 
da8 der GroBkreisbogen die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte ist. 
Wird der Kugelradius gleich 1 gesetzt, so ist der Umfang eines spharischen 
Kreises vom Radius 9 gleich 2sing und der Flacheninhalt 22 (1 — cos). 
Die Ungleichung 


(10) M =(22—f)'+ p?>(2z2)° 

driickt die bekannte Isoperimetrie des Kreises auf der Kugel aus, d. h. die 
Tatsache, daB der Kreis mit dem Umfang p einen gréBeren Flacheninhalt 
hat als jede andere Kurve desselben Umfangs p; f bedeutet den Flachen- 


inhalt der Kurve. Bei der folgenden Untersuchung soll gezeigt werden, 
da8 sogar 


(11) M = (22 —f)'+p*>(2x)*(1+%g*45"), 


wo R und r die sphiarischen Radien des kleinsten AuBenkreises und des 
gréBten Innenkreises sind. 

Wir gehen wieder von einem konvexen Polygon K aus, welches ja 
der Konvexitaét zufolge ganz auf einer Halbkugel enthalten ist. Die 
auBere Parallelkurve K(g) im Abstand o ist aus Kleinkreisbégen zu- 
sammengesetzt, ist aber nicht konvex. Man braucht nur den Fliachen- 
inhalt f durch die Winkelsumme auszudriicken, um die folgenden Formeln 
fiir den Umfang p(o) und den Flacheninhalt f(g) von K(o) zu haben: 
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(12) 2a — f(e) = (22 — f) cose — paing, 
(13) p(e) = (22 — f) sine + peosoe. 


Es ist dabei vorausgesetzt, daB 0 < _ ist, dann hat K(o) keine Doppel- 
punkte, und die Flache ist nur einmal iiberdeckt. Die Formeln (12) und 
(13) tibertragen sich unmittelbar auf beliebige konvexe Kurven. 

Die beiden Kreise C und ¢ haben mit K mindestens zwei Punkte 
gemein und werden von diesen in Bégen geteilt, welche héchstens 180° 
sind. Der AuBenkreis C(o) und der Innenkreis c(o) von K(g) sind mit 
C bzw. c konzentrisch und haben die Radien R-+ 0 und r+o. Wenn 


a 


erstens 9 = ; —R und zweitens o= 5-1 gesetzt wird, werden C(g) 
und ¢(o) GroBkreise, welche von K(g) in Bégen geteilt werden, die <2 
sind. Der Umfang von K(g) ist deshalb in beiden Fallen gréBer als 
der GroBkreis. Aus (13) geht also hervor, daB 

(22 — f)cosR + psinR > 22, 

(22 —f)cosr + psinr > 22. 
Weil VM das Maximum der Funktion p(g) ist, sieht man also erstens, 
daB M > (2z2)*, und zweitens schlieBt man, da® es zwei Werte 9 = 9, 
und 9 = 9, gibt, 

0<ea,<r<R<o,<2, 


fiir welche p(o0,) = p(o,) = 22 ist. Wir setzen 
Qn —f=VM cog, p= VMsing, 

und o,, 0, sind dann die Wurzeln der Gleichung 

VM sin(o + ¢) = 22. 


Bezeichnen 9,+ 9 =u, 0,+9 =2—u (0 <u< 2) die Lésungen dieser 
Gleichung, so ist 
R—r<0,—0,=2—2u, 
oy — 2022)" 
coa(R — r) > cos(e, — 9,) = — cos2u—=—y —1, 
a R-r 
M > (22) (1+ tg*45 ). 


Die Ungleichheit (11) ist somit fiir konvexe Polygone bewiesen, und 
durch Grenziibergang erhalt man fiir beliebige konvexe Kurven 


(14) (2 —f)*+ p*>(22)*(14 tg*2E*). 


Fiir konvexe Kurven haben 22 —/f und p beide die obere Grenze 
22, und M also die obere Grenze 2(22)*. Die rechte Seite von (14) 


hat auch 2(22)° als obere Grenze, und zwar fiir R = =? r=0. Wenn 
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K in ein spharisches Zweieck ausartet, dessen Winkel 0 ist, nehmen so- 
wohl die rechte als die linke Seite von (14) den Wert 2(22)* an, und 
es gelten also fiir konvexe Kurven die Ungleichheiten 


(15) -2(2)* > (2a — f)*+ p*B(2a)* (1+ e245). 

Es geht hieraus hervor, daB es keine Ungleichheit von der Form (15) 

gibt, wo das Glied tg?" einen gréGeren Koeffizienten als (27)* hat. 
Auf einer Kugelflache mit Radius a nimmt (15) die Form 


(8) 2(20)"a (te f+ (2) 2a "(1 + eG") 


an, und man kann hieraus fiir a —- oo die isoperimetrische Formel (7) in 
der Ebene folgern. 

Herr Felix Bernstein hat in einer schénen Abhandlung ,,Uber die 
isoperimetrische Eigenschaft des Kreises auf der Kugeloberfliche und in 
der Ebene“ (Math. Ann. 60 (1905) S. 117—136) eine Verschirfung der 
isoperimetrischen Ungleichheit gefunden. Der Verfasser betrachtet auch 
die Parallelkurve K(o) auf der Kugelflaiche, teilt aber 9 einen solchen 
Wert zu, daB f= 22 wird. Es wird gezeigt, daB dann p> 2z ist, und 
hieraus folgt sofort die Ungleichheit (10), weil M der Transformation 
(12), (18) gegeniiber invariant ist. Herr Bernstein leitet dann durch 
Betrachtungen von ganz anderer Art eine neue untere Grenze fiir p(e) 
ab, und findet dadurch die neue Ungleichheit 

M >(22)*+8asin? TF, 
und diese gibt als Grenzfall fiir die Ebene 
F «te — 1 ,- (Fy 
4x = 2(1+22)° ; 

Das Verhaltnis der Koeffizienten von (25) in (7) und in dieser Formel 
ist 320,6 : 1. 


III. Eine isoperimetrische Ungleichheit im Raume. 


8. Die fiir konvexe Kurven in der Ebene gewonnenen Resultate sollen 
jetzt auf einen beliebigen konvexen Kérper K angewandt werden. Dem 
Kérper sei ein Zylinder umschrieben, dessen Erzeugende eine willkiirliche 
Richtung M im Raume haben. Der Normalschnitt des Zylinders ist eine 
konvexe Figur mit Umfang p und Flacheninhalt f. Ein Halbstrahl in der 
Richtung M schneide eine feste Kugelflache vom Radius J in einem Punkt 
m, und das m entsprechende Element der Kugelflache sei mit dw bezeich- 

Mathematische Annalen. 84. 15 
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net. Der Flacheninhalt o der Oberflaiche von K kann durch das von 
Cauchy*) angegebene und leicht zu verifizierende Integral 
(16) o=s, f2tdo 


berechnet werden. Die Integration soll hier wie auch spater iiberall iiber 
die ganze Einheitskugel erstreckt werden. 

Wir bilden die auBere Parallelflaiche von o im Abstand 9 und projji- 
zieren diese auf dieselbe Ebene wie o. Die Projektion von o ist ein kon- 
vexer Bereich, dessen Flacheninhalt (0) durch die Formel 


f(e)=2e*+ept+f 
bestimmt ist. Der Inhalt o(@) der Parallelflache ist dann 


(17) 0(9)=g- f2f(e)dw = 420" + 20k +0, 
wo 
(18) k= [pdo. 


Wir werden k als das Konturintegral des Kérpers bezeichnen. 

Unsere Aufgabe ist zu beweisen, dab k* — 420>0, wo das Gleich- 
heitszeichen nur fiir die Kugel gilt. Dieser Satz wird bewiesen sein, so- 
bald man einen negativen Wert von o angeben kann, fiir welchen 

4xo’?+2e0k+o<0, 
oder ein positives 9, fiir welches 
20k—o—4ag*?S0. 

Wir wissen, daB die Ungleichheit 
(19) ep—f—zgso 
fiir jede Projektion von o gilt, wenn nur r<o<R, wo R und fr die- 
selben Bedeutungen haben wie friiher. Das Gleichheitszeichen ist nur 
giiltig, wenn R=r ist, d.h. wenn die Projektion des Kérpers ein Kreis 
ist, Wir werden zeigen, da8 es einen fiir alle Projektionen von K ge- 
meinsamen Wert von o gibt, fiir welchen (19) richtig ist. 

K sei auf eine Ebene A projiziert in eine Figur mit dem AuBen- 
kreis C, wo C auch selbst die Kontur von K sein kann. K wird auf eine 
zweite Ebene A, mittels eines Zylinders projiziert, dessen Projektion auf 
A ein Parallelstreifen ist. Die Breite dieses Streifens kann héchstens gleich 
dem Durchmesser 2 R von C sein, und hieraus folgt, da8 der Durchmesser 
2r, des Innenkreises der Projektion auf A, auch héchstens 2 R sein kann. 


*) A. Cauchy, Note sur divers théorémes relatifs & la rectification des courbes 
et & la quadrature des surfaces. Comptes rendus 18 (1841), S. 1060—65. 
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Der Innenkreis einer beliebigen Projektion von K ist also kleiner oder 
gleich dem AuBenkreis einer beliebigen Projektion. Es sei r, das Maximum 
der Radien r der Innenkreise fiir simtliche Projektionen, R, das Minimum 
der Radien R der AuBenkreise, dann ist r,,< R,. Wird jetzt ein solcher 
Wert von o gewahit, daB r, Co< R,,, dann ist fiir alle Projektionen 


op—f—azg ao. 
Hieraus folgt 


3; J2(ep— f—2oe*)dw = 2ek—o—4iag* 20. 


Weil p und f stetige Funktionen des Punktes m sind, kann das Integral 
nur dann 0 sein, wenn der Integrand fiir alle m verschwindet, d.h. wenn 
jede Projektion von K ein Kreis ist. In diesem Fall aber ist K eine 
Kugel. Dieselbe Uberlegung, die uns zu der Ungleichheit (7) fiihrte, gibt 
uns hier die Ungleichheit 


(20) ~ 02> 2(Rn—ru)’. 


Es ist zu bemerken, daB auch, wenn der Kérper keine Kugel ist, R,, = ry, 
sein kann, was z. B. bei einem Wiirfel und bei einem von einer Kreis- 
zylinderflache und zwei Halbkugeln begrenzten Kérper der Fall ist. Jeden- 
falls gilt aber das Gleichheitszeichen in * —o>0 nur fiir die Kugel, 
und wir haben also den Satz bewiesen: 

Unter allen konvexen Korpern von gleicher Oberflache liefert die 
Kugel das Minimum des Konturintegrals. 

Uber die Bedeutung des Konturintegrals sei folgendes bemerkt. Schon 
Steiner hat die Parallelflaiche eines konvexen Kérpers untersucht*). Fiir 
ein Polyeder ist nach Steiner 2k in der Formel (17) die Summe der Pro- 
dukte aus einer Kante und dem anliegenden duBeren Raumwinkel, was 
unmittelbar zu sehen ist. Fiir Kérper mit stetiger Kriimmung zeigt Steiner, 
da8 k das Oberflichenintegral der mittleren Kriimmung ist. In unserer 
Ableitung der Formel (20) sind keine Voraussetzungen iiber Kriimmungs- 
verhaltnisse gemacht. Minkowski hat zuerst den obigen Satz ausgesprochen 
und zwar von dem Integral der mittleren Kriimmung’‘). 


Kopenhagen, den 10. Mai 1921. 








*) Uber parallele Flachen. Sitzber. Ak. Berlin 1840, S. 114—118. 


*) H. Minkowski, Uber die Begriffe Lange, Oberfliche und Volumen. Jahres- 
bericht der Deutechen Mathematikervereinigung 9, 8. 115—121. Ges. Abh. 2, S. 122—127. 
Volumen und Oberfliche. Math. Ann. 57. Ges. Abh. 2, 8. 230—276, besonders 8S. 259. 


(Eingegangen am 12. 5. 1921.) 
15* 








Uber eine Beziehung zwischen dreidimensionalen 
Somenmannigfaltigkeiten und Vektorfeldern. 
Von 


O. Miihlendyck in Daaden (Rheinland). 


Wir schicken einige Bemerkungen voraus iiber die dreidimensionalen 
Somenmannigfaltigkeiten, die Somen-M,, wie wir zur Abkiirzung sagen. 


Als Koordinaten eines Somas werden acht homogene GréBen «,, «,, 
&,, %, By, B,, B., 8, gewahlt*), die die Bedingungen erfiillen: 
~~ + «,B, + @B, + op, = 0, 
a8 + af +03 + a8 +0. 


Es liege eine Somen-M, in Parameterdarstellung vor: 


(1) 


{‘ = «,(u,v,w) 
a B, (u,v, w) 


Die Parameter u,v, w miissen wesentlich sein in bezug auf die Verhilt- 
nisse der Somenkoordinaten. Wir betrachten eine Stelle reguliren Ver. 
haltens (u,v,w) der Somen-M,, d. h. eine Stelle, an der die fiir die 
Verhaltnisse der Somenkoordinaten gebildeten Funktionaldeterminanten nicht 
simtlich verschwinden. Das zu der Stelle (u,v, w) gehérige Soma wird 
in ein unendlich benachbartes Soma (u + du, v + dv, w+ dw) durch eine 
Schraubung iibergefiihrt, zu der der Drehungswinkel 2d@, die Schiebungs- 


gréBe 2dH und die Steigung S = “a gehort. Fiir die Steigung ergibt 
sich der Ausdruck 


(3) S — Qudut+ Qn de? + Qu du? +20 dvdw+2Qy dwdut+2Q.dude 
’ ™ 'P,, du? + Py dv + Py, dw* +2 P,, dvdw+2P,,dwdu+2P,,dudv’ 


(2) (= 0,1,2,3). 





*) Study, Grundlagen und Ziele der analytischen Kinematik, Sitzungsber. der 
Berl. Mnth. Ges. 12 (1913). 
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P,, = 2D) PS Gy —(Su Hy’, 
Pan Set S28 — Sa Sad, 
wi ae 

EaS Sey). 





wo 








Man erhalt die durch Punkte angedeuteten Ausdriicke aus den hin- 
geschriebenen, indem man 1, 2,% und gleichzeitig auch u,v, w zyklisch 
vertauscht. 

Der Ausdruck fiir S an der Stelle (w,v,w) nimmt bei verinder- 
lichem du,dv,dw im allgemeinen drei Extremwerte an. Diese werden 
die Hauptsteigungen der SomenM, an der Stelle (u,v, w) genannt. Die 
Summe der Hauptsteigungen werde als mittlere Steigung bezeichnet. Es 
ergibt sich fiir die mittlere Steigung M der Somen-M, an der Stelle 
(u,v, w) zunachst der Wert 











| Q,; Ps P., P,, Q,. r 3 Ps Pi. Qs 
Qe, Pas Pos | +| Par Qae Pos | + | Pas Poe Qes ne 
(4) M= Qs: Pao Ps P51 Qa2 Ps | Pay Pas Qus ce. 
“a Py Pye Ps | b=. 1,2,3). 
21 33 33 
P 5, Poo Ps | 


Hieraus erhalt man durch Umformung den aus vierreihigen Determinanten 
bestehenden Ausdruck 


Be S| + |e Ee + emer ee da du 36 
Ou Ov Ow Ou dv dw) + |« du dv dw \ “au Ov dw 
Cx Oa du : 


\“au dviw 


(5) M= 








wo 
0 tty D key Oey 
Posy du dv Cw 
Ou ¢ C hy Chey 
BF, du ev dw 
B 6 tty Oy Dees 
2 


du du du 
Cis tebe 





cu cv dw 
By 0 tly 0 tty Oey 
Sou cv éw 








Fiir das Folgende kommen Somen-M, von der mittleren Steigung 
Null in Betracht. Darunter verstehen wir solche Somen-M,, bei denen 
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die mittlere Steigung iiberall — von Ausnahmestellen abgesehen — den be- 
stimmten Wert Null hat. Notwendig und hinreichend fiir eine solche 


Somen-M, sind folgende Bedingungen: Enrstens darf c te oe ie nicht 
iiberall verschwinden, d. h. die Somen-M, mu8 aplanar*) sein; zweitens 
muB8 iiberall 


(6) ese se ce 


@aéa dp 
du view 


+ «Secs oF| <9 





+ [a282e2¢| 4 |ade 62s 


Ou dvew) eu cvew 





| @u dv dw 
erfiillt sein. 

Nun wenden wir uns zu den Vektorfeldern. Ein Vektor (A,, A., A, ) 
gehe von dem Raumpunkt (z, y,z) aus. Der Vektor zusammen mit dem 
Raumpunkt werde als ortsgebundener Vektor bezeichnet. Eine dreidimen- 
sionale Mannigfaltigkeit ortsgebundener Vektoren, bei der auch die Mannig- 
faltigkeit der Punkte, von denen die Vektoren ausgehen, dreidimensional 


ist, heiBt Vektorfeld. Man pflegt ein Vektorfeld analytisch darzustellen 
in der Form: 


(7) A, = A;(z,y,2) (¢ =1,2,8). 


Im folgenden kommen quellenfreie Vektorfelder in Frage, die bekanntlich 
durch 


GA, , OA 
(8) — 
charakterisiert sind. 


Wir kommen jetzt zum Zweck der Arbeit, dem Beweis folgenden 
Satzes: 
Man kann die Somen so auf die ortsgebundenen Vektoren abbilden, 
daB den dreidimensionalen Somenmannigfaltigkeiten von der mittleren 
Steigung Null umkehrbar-eindeutig die quellenfreien Vektorfelder zuge- 
ordnet werden. 
Die Abbildung kann bewirkt werden durch folgende Gleichungen: 


as (ey By — Bo %) 














a 

z=-+, A, 2° 

&q (a3 + a? + a? + a} ) 

3 a 

(9) y=, A, = ep ( ey By — By &%) Be 

& (aj + a? + a} + ep) 

_ & ' = a} (t&% Bs — By &) 
z=, = werre 

as (af + af + af + a?) 


Man sieht, daB die Gleichungen jedem Soma, das nicht der Mannig- 
faltigkeit «, = 0 angehért, einen ortsgebundenen Vektor zuordnen. 
Die Gleichungen geben uns einen Fingerzeig, welche Spezialisierung 


*) Ober den Begriff ,aplanar“ vgl. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 
1903, S. 562. 
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wir in der Darstellungsform (2) einer Somen-M, vornehmen miissen, damit 
unser Beweis vereinfacht wird, Wir setzen 


ei ie) Bg ts @, ) (¢—=0,1,8,8) 
als Gleichungen einer Somen-M, von der mittleren Steigung Null an. 
Das ist zulassig, ohne daB der Beweis eingeschrankt wird, da die Somen- M, 
von der mittleren Steigung Null aplanar sind. Fiir (10) miissen die Kri- 
terien einer Somen-M, von der mittleren Steigung Null erfiillt sein. Da 
die Aplanaritét ohne weiteres durch die Form der Gleichungen gewihr- 


leistet ist, so bleibt nur die Bedingung (6) zu erfiillen, die die einfache 
Gestalt annimmt: 
4 oh + $f ap 8B, ap aBo 
(11) By +  *t~ “50 %5,, = 0. 
Der Somen- M, ‘tw a wie man aus (9) ersieht, ein Vektorfeld zu- 
geordnet, fiir das wir unter Beriicksichtigung von (11) die Beziehung er- 
halten: 
op, , of a _ ¢ obo © By ¢Bo 
ty 4 Oe By a HOT Be T ie, a | de “190, "da, “33 ay 
“ a + af +az)* 
d. h. das Vektorfeld ist quellenfrei. Jeder Somen-M, von der mittleren 
Steigung Null wird somit ein quellenfreies Vektorfeld zugeordnet. 
Aus den Gleichungen (9) folgt 


%=1, {—%, BY, &=2, 
Bo= —(1+2*+y*+2")(2A, + yA, +24,), 

(12) )f,=(1+2%+ y* + 2*)[((1+y? + 2") 4, — yA, — 22A,], 
B,= (1+ @* + y*® + 2*)[— yx A, + (1+2*+ 2°) A, — y2Ay), 
Bg = (1+ 22+ y*+ 2°)[—22A, —2yA,+(1+2*+ y*)A,]. 

Hieraus erkennt man, da8 auf Grund unserer Abbildung jedem orts- 
gebundenen Vektor, der nicht von der Kugel 2*+ y*+ 2*-+1=—0 aus- 
geht, ein Soma entspricht. 

Es liege jetzt ein quellenfreies Vektorfeld vor, dargestellt in der 
Form (7). Dann mu8 die Bedingung (8) erfiillt sein. Dem Vektorfeld 
entspricht zufolge (12) eine Somen-M, und zwar eine aplanare, dargestellt 
mit Hilfe der Parameter x,y,z. Da die Somen-M, auBerdem die Be- 
dingung (6) erfiillt, was man unter Beachtung von (8) leicht bestatigt, 
so ist sie eine Somen- M, von der mittleren Steigung Null. Die Zuordnung 
zwischen den Somen-M, von der mittleren.Steigung Null und den quellen- 
freien Vektorfeldern ist also in der Tat umkehrbar-eindeutig. 





=0, 


(Eingegangen am 19. 1. 1921.) 








Uber die Randwerte einer analytischen Funktion“). 
Von 


(i. Szeg6 in Berlin. 


Im Laufe meiner Untersuchungen iiber Toeplitzsche Formen') gelangte 
ich zu einem Theorem, welches, mit einem wohlbekannten und vielfach 
gebrauchten Fatouschen Satze verbunden, einen neuen Beitrag liefert zum 
Verhalten der im Innern des Einheitskreises reguliren analytischen Funk- 
tionen am Rande des Einheitskreises. 

Fatou hat im Jahre 1906 folgenden Satz bewiesen*): 


Es sei 
f(s) = @,+@,z2+...+a,2"+.. 
eine Potenzreihe, fiir welche 
a,|+\a, a Soe } ja, |° + oes 


konvergiert, die also fiir |z| <1 eine reguldre analytische Funktion dar- 
stellt. Dann existiert mit eventueller Ausnahme einer ()- Menge*) der 
Grenzwert 

lim f(re*®) = f(e*®), 

r=1 
und die Funktion |f(e**),” ist (L)*) integrabel. Es gelten ferner die 
Formeln 


a, = 3, | f(e*)e-*edd (ns = 0, 1, 2,...) 
0 





*) Vgl. die vorlaiufige Mitteilung in den Sitzungsberichten der Berliner Math. 
Ges. 20 (1921), S. 20-22; ferner F. Riesz und G. Szegé, Anslytikus fiiggvények keriileti 
értékeirél. Vorgelegt der ungarischen Akademie der Wissenschaften am 19. April 1920. 

*) Vgl. G. Szegé, Beitrige zur Theorie der Toeplitzschen Formen. (Erste Mit- 
teilung.) Math. Zeitechr. 6 (1920), S. 167—202. 

*) P. Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor. Acta Mathematica 30 
(1906), S.335—400. Vgl. insbesondere S. 377 —379. 

*) D. h. mit Ausnahme einer Menge, deren Lebesguesches MaB gleich 0 ist. 

*) D. h. im Lebesgueschen Sinne. 
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und 


1 f, , 
 firle)|"40— G|+|a,\"+...+ja,|°+... 
0 
Die Natur der Randfunktion f(e*®) wurde seitdem von mehreren 
Autoren untersucht®). Ich erwihne hier nur den folgenden Satz der 
Herren F. und M. Riesz"): 


Die Randfunktion f(e**) nimmt jeden komplexen Wert nur auf 
einer 0-Menge an (natiirlich abgesehen vom Fall f(z) == konst.). 

Der Inhalt dieses Satzes ist vollstindig aquivalent damit, daB (ab- 
gesehen vom Fal] f(z) = 0) die Randfunktion f(e*®) nur auf einer 0-Menge 
verschwindet. 


In der vorliegenden Arbeit beweise ich nun das folgende Theorem: 


Es sei 
f(z} =a,+a,2+...+a,2"+.. 


eine nicht identisch verschwindende Potenzrethe, fiir welche 


3, ‘* —_— 
i@g) + @ | +.---Tj@ 


konvergiert. Die nach dem Satz von Fatou notwendig existierende (bis 
auj eine 0- Menge bestimmte) Randfunktion f(e*®) besitzt dann die Higen- 
schaft, daB die Funktion 


log | f(e*®) | 
(L) integrabel ist. 
Daraus folgt natiirlich unmittelbar der Satz von F. und M. Riesz. 


In § 1 beweise ich einen Satz, der als naturgemaBe Erweiterung eines 
Fejérschen Satzes iiber trigonometrische Polynome zu betrachten ist. Darauf 
folgt als Anwendung in § 2 der Beweis des eben ausgesprochenen Theorems. 
§ 3 enthilt einige Bemerkungen zu den vorangehenden Untersuchungen. 


‘) Fatou hat bewiesen (a. a. 0. *), S.394—395), daB, wenn f(z) fiir |z|<1 
beschriinkt und nicht identisch gleich 0 ist, die Randfunktion lim f(re*®) = f(e*®) 
r=1 


nicht auf einem ganzen Bogen 06, <e< 06, (0<0,<6,<22) oder gar auf einer 
maBgleichen Teilmenge desselben verschwinden kann; es ist sogar nicht méglich, daB 
sie daselbst nur endlich viele verschiedene Werte annehme. — Carathéodory hat mit 
anderen Mitteln bewiesen, daB f(e*®) auf jedem Bogen des Einheitskreises drei ver- 
schiedene Werte annimmt. Vgl. Zur Randerzuordnung bei konformer Abbildung (Nach- 
richten von der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, math.-phys. 
Klasse 1913, S.509—518) 8.517. — Vgl. noch W. GroB, Uber die Singularitaten ana- 
lytischer Funktionen (Monatsh. fiir Mathematik u. Physik 29 (1918), S.8—47) 8S. 41. 

*) F. u. M. Riesz, Uber die Randwerte einer analytischen Funktion. (Quatriéme 
congrés des mathématiciens scandinaves & Stockholm 1916, 8S. 27—44.) 
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§ 1. 
Uber die positive Darstellung einer Klasse reeller Funktionen. 
Herr Fejér hat folgendes Theorem bewiesen: 
Jedes nichtnegative trigonometrische Polynom n-ter Ordnung 


(8) =a, + 2_>'(a, cos 9 + b, sin v8) 


v=1 
lapt sich in der folgenden Form darstellen: 
9 (8) =|got+g2+--- +952" |e, s0 %): 
Man kann diesen Satz auch in der folgenden Form aussprechen: 


2a 


a, + $b, = p (8) e89 dO = 9.9, + 9: 941+ --- + Gn—1In 


0 
(y= 0, e. vede ee b, = 0)%), 


und dann liefert er eine Parameterdarstellung fiir die Koeffizienten saimt- 
licher nichtnegativer trigonometrischer Polynome. 


Ich will jetzt eine sich natiirlich aufdringende Erweiterung dieses 
Satzes behandeln. Zu diesem Zwecke fiihre ich folgende Ausdrucksweise ein: 
Ich sage, daB eine im Intervalle 0 < 0 < 22 definierte (L) integrable 
Funktion 9 (0) positiv dargestellt ist, wenn es eine Potenzrethe 
; f(z) =a,+4,2+...+a,2"+... 
gibt, fiir welche 
s , 2 2 
a, + | @, tioeet @,| --- 


k onvergiert und 


22 
(1) B; | (Oe d0 — aa, +4, 4, + 00 TF dy G,45n + oe 
0 


(y =0, 1,2, ...) 
ist. In Zeichen: 


y(0)~ a,+a,2+...+a,2"+...|_,se- 
(Diese Schreibweise ist berechtigt, denn im Falle, wo f(z) fiir |z|<1 


regular und (@)—' f(e*®)|* ist, werden die Gleichungen (1) tatsichlich 
erfiillt.) ' 


*) L. Fejér, Uber trigonometrische Polynome. Journal fiir die reine und an- 
gewandte Mathematik 146 (1916), S.53—82. “Vgl. S. 54—62. 


*) 7 bezeichnet die zu g konjugiert komplexe GréBe. 
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Nun frage ich folgendes: 

Was ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap 
eine fiir 0<[0< 22 definierte (L) integrable Funktion » (0) im Sinne 
der Gleichungen (1) positiv darstellbar sei? 

Bevor ich die obige Fragestellung allgemein beantworte, schicke ich 
die folgende Definition voraus: 

Ich verstehe unter der Klasse (K) der im Intervalle 0<0< 22 
definierten (L) integrablen Funktionen diejenigen (0), welche 

a) fast tiberall*) positiv sind, 
b) fiir welche log (6) (L) integrabel ist. 

Mit Hilfe dieser Benennung kann ich das folgende Theorem aus- 
sprechen: 

Damit die im Intervalle 0 <0< 22 definierte nicht idensisch ver- 
schwindende Funktion (0) positiv darstellbar sei, ist notwendig und 
hinreichend, daB ~(@) zur Klasse (K) gehore. 

Die Gleichungen (1) liefern somit fiir die Fourierschen Konstanten 
der Funktionen der Klasse (K) ahnliche Parameterdarstellungen, wie Herr 
Fejér fiir trigonometrische Polynome gegeben hat”). 

Ich bemerke, daB, wenn (0) fast iiberall gleich 0 ist, f(z)=0 
sein muB, weil ja in diesem Falle 

0 =|a,|°+ |a,|°+...+]a,|*+... 
ist. (Andererseits liefert dann f(z)=0 in der Tat eine positive Dar- 
stellung.) Diesen Fall kénnen wir somit a priori ausschlieBen. 

1. Die Bedingung ist notwendig. Es sei 

p(0)~ |a,+a,2+...+4,2"+...[F 603 
man kann, ohne die Allgemeinheit einzuschranken, voraussetzen, daB a, + 0 
ist. Ware namlich a, der erste nicht verschwindende Koeffizient, so hatte 
man offenbar 


p (0) ~ |G, + aryi2+..-+Grin2" +... [2 


z= 80 - 
Man sieht nun leicht ein, daG fiir alle Werte der Variablen z,, z,, z,, ... 
die Gleichung gilt: 


3x 
(2) Ff (8) 25+ w,2+...+2,2"|"d0 
0 « 


= DS) \a,%)+4,_,%,+ ee + 4,__%, F 


(=e; g_,=0; n=1, 2, 3,...). 


*) D. h. mit Ausnahme einer 0- Menge. 
”) A.a.O. ’), 8. 62—64. 
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(Der Koeffizient von z,%, ist namlich auf der linken Seite gleich 


2x 
| 9 (@)et-ved0 
und auf der rechten Seite : 


Ss .a..). 


Die Hermiteschen Formen auf der linken Seite sind offenbar mit den zu 
¢(@) gehérigen Toeplitzschen Formen identisch"'); man hat ersichtlich 


22 
Ff e(0)|zo+m2+...+2,2"/d020 (z = ef) 
0 


(sogar > 0, wenn die Variablen z,, z,,..., z, nicht durchweg verschwin- 
den); die Funktion ¢(@) ist somit laut eines wohlbekannten und in der 
Theorie dieser Formen grundlegenden Satzes**) fast iiberall nichtnegativ. 

Ich mache weiter von einem anderen Satze iiber Toeplitzsche Formen 
Gebrauch, den ich ganz allgemein zuerst in meiner Arbeit ,, Beitrige zur 
Theorie der Toeplitzschen Formen“**) bewiesen habe: 

Es sei (8) fir 0 [05 22 nichinegativ und (L) integrabel; ich 
bezeichne mit u, das Minimum der n-ten Toeplitzschen Form 


F; [o@)\ay+%2+.-.+2,2"|°d0 (z = ef@) 
0 


unter der Nebenbedingung z,=1. Dann ezxistiert lim u,= ua, und 
zwar hat man iets 
1 frase 
wri 


e , wenn ~(@) zur Klasse (K) gehort, 


0 , tm entgegengesetzten Falle. 
Wir brauchen also‘nichts anderes zu beweisen, als daB, sobald die Glei- 
chungen (2) bestehen, der Grenzwert y positiv sein mu8. Nun folgt aus (2) 


F; {o(0)|2y + 2,2+...+2,2"|/"d02|ayz|” (2 = e*), 


0 


“") Vgl. etwa a.a.0.*), § 6. 

**) O. Toeplitz, Zur Theorie der quadratischen Formen von unendlich vielen 
Veriinderlichen. Nachrichten von der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Géttingen, math.-phys. Klasse 1910, 8. 489 —506, vgl. S. 504. 

%) A.a. 0. *), § 5. 
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also 
13 


My = |@o| 
und 
u>\a|">0. 

Daraus folgt, daB »(@) zur Klasse (K) gehért, w. z. b. w. 
2. Die Bedingung ist hinreichend. Es sei »(6) eine Funktion der 
Klasse (K); dann ist die harmonische Funktion 





22 
1 Supt 
9(0,r) =z [log @(2) ;— = dz 
0 


2r cos (z—6) +r? 
fiir r <1 regular und man hat nach einem Satz von Fatou™) fast iiberall 
lim 9 (0, 1) = log (6). 
Es sei g(z) diejenige analytische Funktion, fiir welche g(0) reell und 
Rg (ree) = 9 (6, r) ™) 


g(z) 


D(z)=e* =@,+4,2+...+4,2"+..., 


ist; es sei ferner 


d. h. 


$x ée 


1 l+ze 
iz { owe ns dz 


D(z)=e- oer 
Letatere Funktion ist fiir |z <1 regular und von 0 verschieden, ferner 
ist D(0) reell und positiv. Man hat weiter 


| D(rese)|* = of, 
also ist fast iiberall 
(3) lim | D(res®)|* = (6). 
Ich behaupte nun, da8 
p(8)~ | D(z)|._¢o 


ist. 
Zu diesem Zwecke beweise ich zunachst die Konvergenz von > |a,!° 
oder, was damit gleichbedeutend ist, die Beschrinktheit von 


S'\a,\*r* = 2. [| D(res#) "a0 
0 


n=0 


*) A.a.O. *). 
) Ra bezeichnet den reellen Teil von a. 
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fiir r< 1. Man hat nach einer bekannten Ungleichung von Jensen**) 
1—r* 2x 


4 x 

aa 9 8° —srcoste— 0378 * 1 1—r? 

| D(ret®)|* =e { ‘<tfo@r Sremtox arte, 
0 

also 





af D(re*®)| tao <2 foveyas. 


Es gilt andererseits mit Riicksicht auf (3) und auf einen wohlbekann- 
ten Hilfssatz von Fatou*’) die Ungleichung 


2a 82 
1 a 
ga] v(0)a0 = lim inf fa |D(re%)|*ae, 
a. h. 


zs | (0) 40 — tim A fin res?) |"d@ — = S'I<,\" |". 


n=0 
Ich wende dieses Resultat auf die Funktion 
y* (0) = p(O)|1+a27|% .s0 
an, wo |4| <1, sonst aber beliebig, und » > 0 ist. Man erhilt 


Jf 9(0)|1-+42"|*40— Shay-+d0y-,| 


a=0 
(zg = ef, 6.5 =—G_,=...=4.,=0), 
woraus 
82 - 
a y (6) ef? dd = > an oo 
ry n=0 
folgt**), w.z.b. w. — Damit ist unser Theorem bewiesen. 
§ 2. 


Ein Satz itiber die Randwerte einer analytischen Funktion. 


Es sei 
f(z) =a,+a,2+...+a,2"+... 


*) J. L. W. V. Jensen, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les 
valeurs moyennes. Acta Mathematica 30 (1906), S.175—193. Vgl. S. 187. 

*) A.a.O.*), 8. 375—376. 

*) Ist nimlich Ria=0 fir alle |4|<1, dann ist offenbar a=0. 
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eine Potenzreihe, fiir welche 
\ay|*+\a,|*+...+]a,|*... 
konvergent ist. Dann existiert nach Fatou fast iiberall 
lim f(re**) = f(e®), 


und die Funktion |/(e*®)|* ist (Z) integrabel. Man hat ferner nach der 
Parsevalschen Formel 


2x 
2, [If e!*)|*40 = a,8, +.4,8,,, +... +0, dint. 
0 
(y= 0, As 2, «+o) ™). 


Mit Hilfe der oben eingefiihrten Bezeichnung kénnen wir aber dies auch 
in der folgenden Form schreiben: 
| f(e8#) |? w lan t+ae+...ta,2"+.../7 ee. 

Im Sinne unseres obigen Resultates haben wir somit die Satze: 

Abgesehen vom Falle f(z) = 0 ist die Funktion | f(e*®)|* fast tiberall 
positiv wnd log|f(et®)| (L) integrabel, d. h. ‘f(e*®)|* gehdrt zur 
Klasse (K). 

Ferner: 

Abgesehen vom Falle f(z) = konst. ist die Funktion |f(e'®) —c\* 
fast tiberall positiv und log |f(e**)— c+ (L) integrabel, falls c eine be- 
liebige Konstante bezeichnet. 


Daraus folgt unter anderem, daB die Randfunktion f(e*®) einen ge- 
gebenen Wert c nur auf einer 0-Menge annehmen kann, insbesondere 
kann sie nur auf einer 0- Menge verschwinden, das ist der Satz der Herren 
F. und M. Riesz. 


§ 3. 
Bemerkungen. 
Das in §1 untersuchte Problem méchte ich noch durch einige Be- 


merkungen iiber die Hindeutigkeit der positiven Darstellung einer Funktion 
(6) der Klasse (K) erginzen. 


1. Es sei mit den friiheren Bezeichnungen 
y(6)~ lay taz+...+a,2"+...| ce. 





#) A.a.O.*). Die Fouriersche Reihe von f (e*®) stimmt nimlich mit der iber- 
ein, die aus der Potenzreihe f(z) durch die Substitution s=e*® formal entsteht. 
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Dann existiert nach Fatou fast iiberall 
lim aa. r“ eine — F(§), 
r=1 n-0 


und es ist 


| F(0)|(*~|a, +a,2+...+4,2"+...|’. 
D. h. man hat fiir alle n 


2x aa 
F, [ p(O)e*ae = 7 F(6)|* e'"°d6, 
0 0 
woraus bekanntlich (mit Ausnahme einer ()-Menge) 7 (8) = | F(@)|* folgt. 
Daraus geht hervor, da8 die Aquivalenz 
y(0)~\a,4+a,2+...+a,2"4+. 


ga _— 


damit vdllig gleichwertig ist, daf die Reihensumme >» \a,|” konvergiert, 
und fast iberall die Gleichung 


lim |S, gig 





= p (8) 
besteht. 


2. Ich habe in § 1 gezeigt, wie man zu einer gegebenen Funktion 
(8) der Klasse (K) eine analytische Funktion D(z) konstruiert, fiir welche 
y (0) ~ | D(z); 


a 
ist. Ich frage nun: Durch was fiir eine Higenschaft ist die dort defi- 
nierte Funktion D(z) unter allen analytischen Funktionen f(z) auage- 
zeichnet, fiir welche 
9 (0)~|f(2) |? 60 

ist. 

Es ist a priori klar, da solche analytische Funktionen f(z) (die iiber- 
dies nicht von der Form c D(z) sind, wo |c| = 1 ist) wirklich existieren; 
in der Tat ist z. B. 








f(2) = =; D(®) (|| <1) 
eine solche, da ja 
z— 2% | al 
fiona l (|3|=1) 





ist. (Daraus folgt namlich einerseits die Beschrinktheit von 
2a 


aly (re*®)| anc, [iD (re®®)|* dO, 














Randwerte einer anslytischen Funktion. 241 
andererseits die fast iiberall geltende Gleichung 
lim | f(r e**)|* = (8), 
r=1 
was nach den qbigen mit 
2 
p (9) ~|f(2)|,_ 60 
gleichwertig ist.) Die Antwort auf die eben gestellte Frage lautet nun 
folgendermaBen : 
Die in §1 definierte avalytische Funktion D(z) liefert die dem 
absoluten Betrage nach gréfte analytische Funktion von der verlangten 
Bigenschaft, d.h. wenn 


9 (8) ~| f(2) | 460 
ist, dann hat man fiir |z| <1 
(4) |f(z)| S| D(z)|. 
In Abschnitt 1 von § 1 habe ich namlich bewiesen, dab, wenn 
p(9)~|f(2)|° 49 =lag+a,2+...+a,2"+ mn 
ist, mit den dort gebrauchten Bezeichnungen die Ungleichung 


My = ||” 


z=et 


besteht, also 


: 22 
inf erie 


>\a,|*. 


lim w,, = e 


Nun ist nach Abschnitt 2 von § 1 


2x 
“fi (ws) ns ae 
"g hd 1—2r cos(w—@) +r? 


bed FO) 


| D(ret#)|* —e 
man hat somit _* 
ga J wevinse 


|D(0)|*=e ’ 
|D(0)| =] |f(9)|. 


Es sei nun « = re*® eine beliebige, aber feste Stelle im Innern des 
Einheitskreises, d.h. |a|=—r<1. Ich beniitze die folgende allgemeinere 
Form des in Abschnitt 1 des § 1 angefiihrten Hilfssatzes: 

Es sei y(0)(L) integrabel fiir 0< 0< 22 und yw, (a) bezeichne das 
Minimum der n-ten Toeplitzschen Form 


Qn 


d. h. 


- p(0)|z,+2,2+...+2,2"|'d0 (z = e'®) 
v 
Mathematische Annalen. 84. 16 
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unter der Nebenbedingung z+ 2,«+ ...+2,«¢"=1; dann existiert 
lim ,(#) = ¢(@) 20 und es ist 


& 


8a 
~ f toe a << 46 
F | 1-2rcos(@— @o) +r? 


, wenn (8) zur Klasse (K) gehor 
0 , im entgegengesetzien Falle*), 
Ich setze der Kiirze halber bei festen, die Bedingung z+ 2,«+ ... 
+2,a" = 1 erfiillenden 2, z,,..., 2, 


F (2) = f(s)(%+2,8+ ...+ 2,2") 


(a)—=} (1 — te 


= > b,2” - S(an+e- 1% +... + G9 Zn)” 
7=0 v=0 
(a.,=¢_,=...=6.,=9), 
dann ist 
F(a):* =| f(a)|"< 3 \b,\* Dd ||?” 
v=0 r 0 
Pal 4 Dy 14 2 + G,-1% 4- --- + GZ," 


woraus nach Formel (2) des § 1 


M,(@) > (1 — 2*)| f(a)! 
folgt. D. h. 
u(a)>(1— r*) fie) . 


Dia), ji f(«)'. 
Damit ist die Ungleichung (4) bewiesen. 


und also 


Wann kann in (4) fiir irgendein z=« ('« <1) das Gleichheits- 
zeichen gelten? Die Funktion 


E(z)= fe 


ist offenbar regular und dem absoluten Betrage nach kleiner als 1, wenn 
|z|<1 ist. Man hat ferner fast iiberall 

lim | E(re*?)' =1. 

r=1 
Es gilt also dasselbe von der Funktion 


B*(s) = B(7F5;): 
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+ &+@ 

~ T+ae 
den Einheitskreis in sich iiberfiihrt. Besteht also in der Ungleichung (4) 
fiir z= a das Gleichheitszeichen, so ist 


z 


E*(z)=e,+e¢,2+... +e,2"+... 


beschriinkt fiir |z| <1, ferner |e,|—= 1 und man hat mit Ausnahme einer 
0- Menge 


lim | B* (7 e#®)| = 1. 


r=1 


Daraus folgt aber nach dem Parsevalschen Satze, daf 
1=|e|°+je\*+...+¢,)*+..., 
d.h. ¢, = 0 ist (n= 1,2,8,...). Daraus ergibt sich, da8 
E*(z)=konst. und folglich E(z) = konst. 


sein muB, d.h. f(z)=cD(z) (!c|=1). SchlieBen wir somit diesen Fall 
aus, so gilt in (4) fiir |z| <1 immer das Zeichen <, d.h. 
(4°) | f(z)| <|D(z)}|. 

Besonders bemerkenswert ist der Spezialfall (#)—1. Dann lautet 
dieses Theorem folgendermaBen: 


Es sei die analytische Funktion f(z) regular fiir z|<1 und das 
Integral 


2x 
F. fir(ret)|*a0 
vu 


set beschrankt fiir r <1; ferner set fast iiberall 


lim | f(re*@)| = 1. 
r=1 


Dann ist | f(z); <1 im Innern des Hinheitskreises wnd die Gleichheit 
kann hier nur dann bestehen, wenn f(z) =c (\c|=1) set. 

Dieser Satz wurde von Herrn I. Schur in seiner inhaltsreichen Arbeit 
bewiesen: Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschrankt 


sind (Fortsetzung), (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 
148 (1918), S. 122—145), 8. 181—133. 


3. Nachdem ich die Ergebnisse meiner Untersuchungen Herrn F. Riesz 
mitgeteilt habe, fiigte er einige Bemerkungen und Erganzungen hinzu, die 
ich hier mit seiner giitigen Erlaubnis kurz erwahnen will. 

Zunachst gab er einen duBerst einfachen Beweis meines Theorems 
iiber die (LZ) Integrierbarkeit der Funktion log | f(e*®)|, der vdllig unab- 

16* 
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hangig ist von der Theorie der Toeplitzschen Formen und nur von ge- 
wissen elementaren Satzen der Funktionentheorie und der Lebesgueschen 
Integraltheorie Gebrauch macht. Ferner zeigte er, daB ahnliche Sitze 
auch fiir die allgemeineren Funktionenklassen gelten, die sich durch die 
Beschranktheit der Integrale 


fir(res)/?a0 (r<1), 
0 
wo p> 0 ist, charakterisieren lassen. Endlich gab er mit Beniitzung 
meiner Ungleichung (4) sdmitliche analytische Funktionen an, die eine 
positive Darstellung fiir eine Funktion o(@) der Klasse (XK) liefern. 


(Eingegangen am 1. 2. 1921.) 








Uber die Summabilitit von Potenzreihen 
auf dem Rande des Borelschen Summabilitaétspolygons. 


Von 
Gustav Doetsch in Hannover. 


1. Eine der von Herrn Borel’) fiir den Summenwert s einer Reihe 
a,+a,+... mit den Partialsummen ¢,,8,,... gegebenen Definitionen 


lautet : 
Ist S * 
8(z) = 5's, = 

n=0 


eine ganze transzendente Funktion und existiert 


lim e-* 2 5 
so soll ¢ gleich diesem Grenzwert sein. — Die Reihe heiBe dann Borel- 
summabel oder summabel (B) zur Summe s. 

2. Hieran habe ich eine Verallgemeinerung*) angeschlossen, bei der die- 
selben Rechengesetze wie fiir konvergente Reihen gelten (was bei der 
Borelschen Summabilitét nicht der Fall ist), und die sich auf folgende 
Erweiterung des Grenzwertbegriffs*) stiitzt: 

Die reelle oder komplexe Funktion f(z) der reellen Variablen 2 sei 
fiir z>0 definiert und in jedem endlichen Intervall im Riemannschen 


*) Borel, Fondemente de la théorie des séries divergentes sommables. Journal 
de mathématiques pures et appliquées (5) 2 (1896), pp. 108—122 (pp. 104, 105). 

*) Doetech, Eine neue Verallgemeinerung der Borelachen Summabilitatetheorie 
der divergenten Reihen. Inauguraldissertation, Géttingen 1920, 56 S. 

%) Lc. *), 8. 12—14; vgl. auch Doetsch, Uber die Cestrosche Summabilitat bei 
Reihen und eine Erweiterung des Grenzwertbegriffs bei integrablen Funktionen. Math. 
Zeitechr. 11 (1921). 
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Sinne eigentlich integrabel. Ist k& eine beliebige reelle Zahl > 0, so 
setze man: 


1 , * " 
o% (2) = rtp [ f(y)(2—¥)* "dy fir 2>0. 
0 
Dann heiBe die folgendermaBen definierte Funktion: 
pm (2) — TES OSE) _ pa-*[ f(y)(2—y)"dy fiir 2 > 0, 
v 
p® (2) = f(0) fir x= 0 


das Mittel k-ter Ordnung oder k-te Mittel von f(z). 


Hat u(x) fiir z— co bei festem & einen Grenzwert, so heiBe f(x) 
mediabel k-ter Ordnung und jener Grenzwert sein Mittelwert k-ter Ord- 
nung oder sein k-ter Mittelwert. — Hat f(x) selbst fiir z—+ oo einen 
Grenzwert, so heiBe es mediabel 0-ter Ordnung. Es sei dementsprechend 


o%(x)=f(z), m(x)=f(z). 
3. Nunmehr spreche ich folgende Definition‘) aus: 
Die Rethe a,+-a,+... mit den Partialswmmen 3,,8,,... heife 


Borelsummabel k-ter Ordnung (k > 0) oder summabel { B, k) zum Summen- 
werte 8, wenn die Funktion 


. 
@(z)= ad &, — 
mediabel k-ter Ordnung ist und den Mittelwert s hat. — Die gewodhn- 
liche Borelsche Summabilitat (B) ist mit der Summabilitat (B, 0) identisch. 
4. Wir wollen uns nun mit der Bedeutung der (B, &)-Summabilitat 

fiir die Potenzrethen beschiaftigen. 


Die Reihe bs c,y" habe einen von 0 verschiedenen Konvergenzradius, 


n=0 
definiere also ein Funktionselement f(y). Ist dieses iiber den Konvergenz- 
kreis hinaus fortsetzbar, so ist, wie Herr Borel bewiesen hat, die Reihe 


)>/c,y” summabel (B) in dem sog. Summabilitatepolygon, das iiber den 
0 


Konvergenzkreis hinweggreift, mit ihm in gewissen Punkten zusammen- 
hangt und folgendermaBen definiert ist: 


Man verbinde alle singuliren Punkte A der durch analytische Fort- 
setzung aus f(y) entstehenden Funktion F(y) mit dem Nullpunkt O und 


4) Le. %), 8.18. 
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errichte in A auf OA das Lot. Die Gesamtheit der Punkte, die mit O 
auf derselben Seite aller dieser Lote liegen, macht das Summabilitats- 
polygon aus. 

Damit ist folgende Definition aquivalent: Ein Punkt J gehért zum 
Innern des Summabilitatspolygons, wenn F(y) in und auf dem Kreise 
iiber OJ als Durchmesser regular iat. 

Ist R ein Randpunkt des Polygons, so geht der Kreis iiber OR als 
Durchmesser notwendig durch mindestens 
einen singularen Punkt A hindurch. 

Herr Borel bewies nur, daB die Reihe 
im Innern des Summabilitétspolygons sicher 
summabel ist. Die Erganzung hierzu lieferte 
Herr Phragmén*), indem er zeigte, daB die J 
Reihe im Auferen nicht summabel sein 
kann, daB also das Summabilitaétspolygon 
einen Konvergenzstern (im Mittag - Leffler- 
schen Sinne) des Borelschen Ausdrucks dar- 
stellt. Auf dem Rande bleibt die Frage 
der Summabilitét unentschieden. 

Im Folgenden wird nun gezeigt, da8 in weitreichenden Fillen die 
Reihe in den Regularitdtspunkten des Polygonrandes nach der verall- 
gemeinerten Borelschen Methode summierbar ist. 


5. Ich beginne damit, da8 ich das Summabilitatsgebiet der Reihe 


A 


Fig. 1. 


W(rin—1)\ 4 (r+) r+ I(r+8) y 

='( yt itty+! gt FOOT?) yee. 
feststelle. Diese Reihe konvergiert fiir |y|< 1 und stellt die Funktion 
fiy)=- —— dar. Ist r positiv ganzzahlig, so hat f(y) den Pol y=1 


y)’ 
von as a om r als einzige Singularitét. Das Borelsche Polygon be- 
steht also aus der Halbebene Ry <1. 


Ich behaupte: Die Reihe ist in jedem Punkt der Grenzgeraden 
Ry =1, abgesehen von dem Pol y=1, summabel (B, r). 


Zum Beweise haben wir erst die Partialsummen s, unserer Reihe zu 
bilden: 





= ltty+...- etd (r+9-1) , 


5) Phragmén, Sur le domaine de convergence de l’intégrale infinie fra) e~* da. 
Comptes rendus, 10 juin 1901. 
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Ist zunichst | y| <1, so erhalten wir: 


eee 1 _ fr (r+1)..-(7 +9) gas r(r+1)...(r+n+1) - 
~~" -t ee UCU CEST y** +... 








Fiir « = 0, 1,... ist nun aber 


r(r+1)...(r+n+a) atil+a — 1 es ntr+a | 
(n+1+a)! ¥ (—1)! ay 4 





Denn der Ausdruck auf der rechten Seite ist fir r>1 (fir r=—1 ist 
nichts zu beweisen) gleich 


(n+r+a)(n+r+a—1)...(n+a+2) ynteti 











(r—1)! 
_ #(r+1)...(n+1+a) (n+2+e).. rate eters) yrter 
~~ #(r+1)...(n4+14+ 4) 1-2-...-(r—1) 
— *(rt!)-. .(r+n+ a) yrteti 
(n+1+a)! F 
Folglich ist 
1 1 e-* 





&, = G-y? at om) ay ——— {y**? + yatrtt +. _ 


sessile isin Meal] 

~ (l-y)? (r—1)! dy? U-y)- 
Die rechte Seite hat nicht blo8 fiir | y| <1, sondern fiir alle y+ 1 einen 
Sinn, soda8 wir damit eine Darstellung der Partialsummen fiir alle y + 1 




















gewonnen haben. 
Wir bilden nun 
eet SF 
1 1 =) ar-? ee 

= a e-* a a= 

ae ee ’ ite { ioe (ev) | 
(l—y)’ (r—-1)! dy? l-y— a! 

ty 1 4 1 —{ y" e-em}, 
(I—y)’ (r—1)! dyt* li-y 


Fihrt man die Differentiation nach y durch, so treten folgende GroBen auf: 


e-s0-y») ze~2-», z®%e-2-»), azr-i e~si-» 


die noch mit reinen Funktionen von y multipliziert und dann additiv 
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zusammengesetzt sind. Es ist nun leicht einzusehen, da8 fir Ry =—1 
(y+1), dh. 
y=1+it (¢+ 0) 
die Funktion 
ze e~Fl-v) me ge etts (@ ganzzahlig > 0) 


in Bezug auf z den g + 1-ten Mittelwert 0 besitzt. Denn durch einmalige 
Integration findet man zunachst 


x 
P asia ets x ett a 
fu et**dy = [<- uw] — (> oue-'du 
0 0 


fuctemau 


i] 


ett@ 2? i 
it it 





= ef {o,(t) x? + c,-1(t)ze-! +... + ¢5(t)}. 


Abermalige Integration liefert wieder einen Ausdruck derselben Form, usw. 
Das 9 + 1-fache Integral hat also die Gestalt 


ett#{K,(t)z¢ + K,-1(t)z2-? +...+ K,(8)}. 


Dies ist aber die 8S. 246 definierte Funktion o@+ (x). fiir f(x) = x¢e***. 
Denn fiir ganzzahlige k ist nach einer bekannten Identitét o™(z) gleich 
dem k-fachen Integral d:r Funktion f(z). Um m®+(z) zu bilden, ist 
o@+) (xz) mit I'(o-+ 2) zu multiplizieren und durch z¢+* zu dividieren, 
worauf z durch reelle Werte gegen co streben soll. e*** ist dauernd be- 
schrankt, also ist 





pe” (x) = P(e +2) ets Keltet+ Ke-1(t)2t* +... + He(t) _. 9 


zet! 
fiir z— oo. 
Demnach hat fiir reelles ¢ + 0 
e~="- bei y= 1-+ tt den 1-ten Mittelwert 0, 
ze-*0-) » y=1+ it » 2-ten “ 0, 


a} e-2i-») - y = l a tt ” r-ten ” 0; 


mithin jeder*) dieser Ausdriicke den r-ten Mittelwert 0, folglich auch 


1 a’-! ince: 
(r—1)! dy?-! {y l-y }. 





%Le 9, 3 16. 
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Das erste Glied in dem Ausdruck fiir ®, namlich : hat, da es in 


(I—y)"" 

Bezug auf xz konstant ist, den r-ten Mittelwert — 

®(x) den r-ten Mittelwert arn d.h. unsere Reihe ist fiir y—1 + it 
(¢+ 0) sammabel (B, r) zur Summe —rp . 

Analog ist die Potenzreihe (nach Potenzen von y) der Funktion 


; summabel ( B, r) fiir simtliche Punkte auf dem Lote zur Strecke Oa 





Folglich hat 





(a—y) 
im Punkte a, den Punkt a selbst ausgenommen. An Hand des obigen 
Beweises iiberzeugt man sich leicht, daB die Summabilitét auf jedem ab- 
geschlossenen (endlichen oder unendlichen) Stiick, das den Punkt a nicht 
enthalt, gleichmafig ist. 


6. Wir kénnen nun folgenden allgemeinen Satz aussprechen: 


Satz iiber die Summierbarkeit auf dem Rande des Borelschen 
Summabilitatspolygons. 


Es sei Q ein Randpunkt des Summabilitdtepolygons, der kein Eck- 
punkt ist, d. h. nicht auf zwei Polygonseiten zugleich liegt, und von dem 
auf der betre{fenden Polygonseite liegenden singuldren Punkt A verschieden 
ist. Ist letzterer ein Pol, so ist die Potenzreihe in Q summabel (B, r), 
wo r die Ordnung des Pols ist. 


Beweis. Im Innern des Kreises iiber OQ als Durchmesser ist die 
Funktion regular. Ich behaupte, da8 sie 
auch auf dem Rande auBer in A regular ist. 
Denn lage auf der Peripherie auBer A noch 
ein singularer Punkt A’, so miiBte die zu 
ihm gehérige Polygonseite durch Q hindurch- 
gehen. Q wire also gegen die Voraussetzung 
ein Eckpunkt. Ich subtrahiere nun den zu 
A gehérigen Hauptteil von der Funktion F (y), 
d. h. ich bestimme Konstante A,, A,_;, ..., A; 
so, daB 





A; Ar-1 Ai 
Fig. 2. F(y)— <-> (a—y)"—! see" 6=—9 





beim Punkte A (y =a) regular ist. Die restierende Potenzreihe ist regular 
in und auf dem Kreise titer OQ als Durchmesser, folglich in Q im ge- 
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wohnlichen Borelschen Sinne summabel, d. h. summabel (B,0). Die 


Potenzreihen fiir = *., eh. age ns sind aber nach dem oben 
—y -y a 


Bewiesenen auf der ganzen Geraden AQ auBer in A, also speziell in Q, 


summabel (B,r)*). Also ist die F(y) darstellende Reihe nach Potenzen 
von y in Q sicher summabel (B,r), womit unser Theorem bewiesen ist. 








*) Siehe den Konsistenzsatz C, |. c. *), 8. 21. 


Hannover, 4. Juli 1921. 


(Eingegangen am 5. Juli 1921.) 








Ober die Ausdehnung eines Lemmas von Fejér 
auf die einfach unbestimmten Integrale. 


Von 


W. Alexandrow in Ziirich. 


§ 1. 

In seiner klassisch gewordenen Arbeit’) hat Herr Fejér ein Lemma 
iiber die |,einfach unbestimmten“ Reihen bewiesen, welches wichtige 
Anwendungen auf die Fourierschen Reihen gestattet. Es erméglichte 
namentlich, gestiitzt auf die Theorie der ,,Mittelwertsummierung“, den 
urspriinglichen natiirlichen Beweis des Satzes iiber das ,, Poissonsche Integral‘ 
der Potentialtheorie (mit Hilfe des Abelschen Annaherungstheorems) auf- 
rechtzuerhalten. 

Hier soll nun die Ausdehnung des erwahnten Lemmas auf die ,,einfach 
unbestimmten“ Integrale mitgeteilt werden, welche gar nicht so naheliegend 
ist. Sie lautet folgendermaBen : 

Es sei p(y) eine im ganzen Intervalle (0, co) beschrankte, im End- 
lichen nach Riemann integrierbare Funktion, und es sei das Integral 


i, =fo(>)ar 
einfach unbestimmt, d. h. es konvergiere mit n-—-co der Integral- 
mittelwert 


J,= fan o()ar—s %). 


0 tt) 





*) Math. Ann. 58 (1904), S. 51. 
*) Dies 148t sich bekanntlich auch mit einfachem Integral so schreiben: 


1={(1 —=) o(r)ar. 
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Es sei ferner w(t) eine in (0, 00) definierte Funktion mit zwei integrier- 
baren Ableitungen, die den Bedingungen 
y(0)=1, und mit t—oo: 
1 ’ 1 ” 1 3 
vit)}=O(a)  v')=O(ae)>  ¥"()=O( ae) 
{e > 0) geniigt. Dann konvergiert das Integral 
Fol) w(rt)dr 
fiir jedes t > 0, und es strebt mit t—-0 


f(r) v(rt)dr—J. 


Der Beweis ergibt sich im wesentlichen durch partielle Integration, 
so wie jenes Fejérsche Lemma die ,,partielle Summation“ (Abelsche Trans- 
formation) benutzt. 


Es folgt vor allem aus den Voraussetzungen, daB y”(¢t) im ganzen 
Intervall (0, co) beschrankt, also etwa | y”(t#)| <a ist, und daB etwa fiir 
t¢>1 die Ungleichung | y”(t)| S jive gilt, wo a und b positive Kon- 
stanten sind. Ferner ergibt sich durch partielle Integration unter Be- 
achtung der Eigenschaften von y(t) 

a) fur(yede=[tw' nie — fv’ @at=[tv'(O — [v()]o = 1. 
Die Beschranktheit von g(v) im Intervall (0,00) zieht infolge 
1 
y (t)= O (0) die Konvergenz von fo(r)y(vt)d» fiir alle ¢>0 nach 
t) 
sich, und ferner die Beziehung 


n 
(2) 40950) _ 5, = {p(x dy = O(n); 
es gilt auch infolge von J, —J . 
(3) nJ, = O(n). 


Nun liefert die partielle Integration‘): 


Jory (rt)ar =y(nt) {or ar—1[ “5? wrtyar 


= p(nt)! (oss) —ty'(nt)nJ,+ Ofrd.y"(rt)dr, 


cca ae 0 
*) Hier ist O die bekannte Landausche Bezeichnung; y = 0 (z) heift: - beschrankt. 


*) Diese ist hier nach dem bekannten Satze der Riemannschen Integraltheorie 
erlaubt (vgl. etwa Dini, Grundlagen, S. 501 (Auflage 1892)). 
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und auf Grund von (2) und (3) durch Grenziibergang n— co 


fe (v)p(¥t)dy = "| vJ,w”"(vt)dr. 


Setzen wir J, =J-+-¢,, wo mit »—+co e,-+0 strebt, so wird infolge 
von (1) 


fo)v(rt)dr J +8" ferw"(vt)ar, 


und es bleibt zu beweisen, daB das letzte Integral mit +0 gegen Null 
konvergiert. 
Es sei bei vorgeschriebenem «> 0 die Zahl p> 0 so bestimmt, da8 


aus »>p |e,|<e folgt; wir zerlegen dann 
1 


3 ” ro! of ” 3s ; 2 
tjevyp"(vt)dv=—t Jevyp"(vt)dy+t S+t f. 
0 0 7) i 

t 


Fiir die beiden letzten Integrale gelten nun folgende Abschatzungen: 
wegen | y”(t)| <a ist 
1 1 











1 
|t? [ery (rt)dr <eaft'rdy—ea[tdt—tac, 
? 0 v 
” b = 
und wegen |y"(t)| <<’. (fir #2 1) 
a 
|e fewwr(etyar < af Sct. <b . . 
i i 





t 
Die beiden Integrale kénnen also durch Wahl von 7, fiir alle hinreichend 
kleinen ¢, beliebig klein gemacht werden, worauf bei so gewahitem 


festem p das erste Integral fe, py" (vt) dr mit ¢ klein wird. Damit 
0 


ist die Behauptung bewiesen. Es ergibt sich aber zugleich, wie man ohne 
weiteres aus dem Beweise erkennt, folgender 

Zusatz. Ist p(v) eine Funktion y(v,x) von x und konvergiert 
der Integralmittelwert J, (x) gleichmaBig gegen eine im Endlichen be- 
schrankte Funktion J(z), so konvergiert auch mit t—-0 


Solr. 2)v(vt)dy gleichmapig —-J (2). 


Den fiir y(t) aufgestellten Bedingungen geniigen zum Beispiel die 
Funktionen e~‘ und e~*. Es konvergiert also mit t—0 
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fo(r)e-**dy J, 
6 


fo(r)e-**dv J; 


tt) 


oder wenn man e~'=r< 1 setzt, mit r—1: 
fo(r)rr-dv—J, 
0 


fo)rtar—J. 


Das erste Ergebnis ist den bekannten Hélderschen Satzen iiber Potenz- 


reihen*) analog, das zweite dem von Fejér |. c. fiir die Reihen bewiesenen 
Satze. 


§ 2. 
Das bewiesene Lemma erlaubt nun, wie das zitierte Lemma von Fejér, 


gewisse Ansiitze zu rechtfertigen, die man in den Elementen der mathe- 
matischen Physik (namentlich mit Hilfe des Fourierschen Integrals) macht. 


Existiert das Integral [| f(«)|da, so ist fir ¢> 0 


u(z,t)= 1 fae r(u)coer(s —a)da 


bekanntlich eine Lésung der linearen Warmeleitungsgleichung 
ou a*u 
ot oz" 

Nimmt man noch an, daB f(z) den Darstellbarkeitsbedingungen durch 
das Fouriersche Integral geniigt, so folgt nach dem auf Integrale er- 
weiterten Abelschen ,,Annaherungstheorem“*), daB mit t-+0 u(z, ¢#) gegen 
9) Math. Ann. 20 (1882), 8. 535. 

*, Es sei (fir 0<r<1) 0O<a(v,r)<1 bei festem r mit » abnehmend und 





r>i 


lim a(v, r)=1 gleichmaBig fiir endliche Variationsgrenzen von ». Ist dann fe (vy) dy 
h 
konvergent, so ist auch face, r)¢(v) dy» konvergent, und es strebt mit r+1 
h 
fa(r,r)e(r)dr>fo(rar. 
h A 


Konvergiert ferner in irgendeinem Intervall fe (v, z) dy gleichmaBig in x und ist 
rh 
¢ (*, x) fir endliche » beschrinkt, so konvergiert gleichmaBig 
facr,r)o(r, x)dr>folr,2)dr mit r+l. 
a rh 
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f(z) konvergiert, und dies gleichmaBig innerhalb eines Stetigkeitsintezyalls 
von f(x), sofern jene Darstellbarkeitebedingungen erfillt sind. Nun kann 
man aber in der obigen Forme! die Reihenfolge der Integrationen um- 
kehren, und man erhalt bekanntlich 


(z—a)* 


u(z,t) = free 4 da, 


eine in der Warmeleitungstheorie als die ,,Poissonsche Formel‘‘ bekannte 
Relation; man beweist dann direkt, daB auch fiir jede stetige Funktion 





+o 
f(z), sofern S\fla)jde existiert (und unabhangig von jenen Darstellbar- 


keitsbedingungen) mit t-+0 u(z, t)—+ f(x) konvergiert, und dies gleich- 
maBig fiir endliche z. Das ist wieder eine ganz analoge Sachlage, wie 
in der Potentialtheorie im Falle des Satzes iiber das ,,Poissonsche Integral“. 
Will man diesen Satz aus der urspriinglichen Reihenentwicklung beweisen, 
so ist man an die Darstellbarkeitsbedingungen einer Funktion durch die 
Fouriersche Reihe gebunden, und man hat deswegen friiher nach 
H. A. Schwarz direkt verfahren miissen. Fejér hat aber |. c. bewiesen, 
daB auf Grund seiner Satze der Satz iiber das Poissonsche Integral wirklich 
aus der urspriinglichen Reihenentwicklung folgt. 


Analoges ergibt sich nun auch hier. Denn das Integral 
+ 
p(y, 2) = 2 fre) cosy(x — a)da 


ist infolge der Abschitzung lp(r,2)|<* [|f«)\de fiir alle », x be- 
achrankt. = 


Ferner gilt nach der auf Integrale erweiterten Theorie der ,,Mittel- 
wertsummierung“ von Fejér’), wenn f(x) stetig ist, 


n a“ n “ +@ 
J,= ‘fan for, z)dvy= 2 faufar{ re) cos (x — a)da 
0 0 0 0 —-@ 


- 1 far(t “~ ”) fre) cosy (xz —a)da—f(z), 


*) Vgl. z. B. M. Plancherel, Circ. Mat. Palermo 30 (1910, 2. semestre), 8. 44. Die 
Theorie 148t sich natiirlich auch mit den elementaren Begriffen der Riemannschen 
Integraltheorie entwickeln. 
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und dies gleichmaBig fiir endliche z. Es konvergiert somit nach dem 
Zusatz § 1, wenn man y(t) = e-® annimmt, mit t—0 


ov, zje-“*dy = 1fe-mtdr{ r(e) cosy(z — a)d«u = u(x, t)—+ f(x) 
6 0 -=z 


gleichmaBig fiir endliche z. Obschon also zunachst fiir f(z) die Dar- 
stellbarkeitsbedingungen durch das Fouriersche Integral angenommen 
werden, liegt doch der wirkliche Grund fiir das Verhalten von u(z, t) 
im Falle der Stetigkeit von f(z) ebenfalls in dem urspriinglichen Ansatz 
fiir u(2,t) mit Hilfe des Fourierschen Integrals, wenn man den Satz 
iiber den Mittelwert und den Zusatz des § 1 benutzt. Ebenso geniigt 
z. B. fir y> 0 


x + 


u(z,y) = ‘fe-ray| re) cos (a a) da = 1 r(a)a (arte =—8) 


0 


der Potentialgleichung und es konvergiert u mit y-+0 gegen f(x) gleich- 
maBig fiir jede stetige Funktion f(x). 


(Eingegangen am 28. 3. 1921.) 
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Ober die Erhaltungssiitze der Elektrodynamik. 
Von 


Erich Bessel-Hagen in Géttingen. 


Bei Gelegenheit eines Kolloquiums, das Herr Geheimrat F. Klein im 
Wintersemester 1920 iiber mathematische Fragen zu den Relativitate- 
theorien der Physiker abhielt, auBerte er den Wunsch, es méchten doch 
die vor etwa zwei Jahren von Fraulein Enimy Noether aufgestellten Satze 
iiber invariante Variationsprobleme') auf die Maxwelischen Gleichungen 
angewandt werden. Der Inhalt dieser Satze ist kurz gesagt der, daB aus 
der Invarianz eines Variationsproblems gegeniiber einer kontinuierlichen 
Transformationsgruppe eine Anzahl von Relationen folgt, die vermége 
der Differentialgleichungen des Problems identisch erfiillt sind und im Falle 
einer unabhangigen Verinderlichen erste Integrale desselben darstellen. 
Im Falle einer endlichen Gruppe haben diese Beziehungen die Form der 
von den Physikern so genannten ,,Erhaltungssitze“. 


Die Maxwellschen Gleichungen sind nun, wie allgemein bekannt, in- 
variant gegeniiber einer endlichen zehngliedrigen Gruppe, der sogenannten 
Lorentzgruppe, die aus den reellen ,,Bewegungen“ des vierdimensionalen 
x, y, z, t-Raumes besteht, wobei der MaSbestimmung der im Unendlichen 
gelegene Teil des Gebildes 


z*+y*?+2*— ct? = 0 


zugrunde gelegt ist. Im Jahre 1909 entdeckte aber H. Bateman’), daB 
die Maxwellschen Gleichungen gegeniiber einer viel umfassenderen Gruppe 


*) Géttinger Nachrichten 1918, S. 235 ff., im folgenden kurz zitiert mit E, Noether. 
Siehe auch Felix Klein, Ges. math. Abhandl. 1, 8. 585. Berlin 1921. 

*) Proc. London Math. Soc. (2), 8, 8. 228 ff. Im gleichen und im vorhergehen- 
den Bande dieser Zeitschr. finden sich weitere Untersuchungen von Bateman und 
Cunningham iiber die Bedeutung unserer G,, fiir die Physik. Siehe auch F. Klein, 
Ges. math. Abhandl. 1, S. 552. 
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von Transformationen invariant sind, namlich der Gruppe aller derjenigen, 
welche die Gleichung 


dz* + dy* +dz* —c*d#?=0 


ungedndert lassen und den Richtungssinn der vierdimensionalen Figuren 
nicht umkehren*). Schreibt man z,, %,, 2, 2, statt 2, y,z, ict, so stimmt 
diese Gruppe, abgesehen von der Realitét der Parameter, mit der gréBten 
in der 15 gliedrigen Gruppe der Transformationen durch reziproke Radien, 
der sogenannten konformen Gruppe‘) im &,, enthaltenen Untergruppe 
iiberein. Da nun, wie schon J. L. Larmor®) bemerkt hat, die Maxwell- 
schen Gleichungen aus einem Variationsproblem gewonnen werden kénnen, 
und da auch dieses, wie weiter unten gezeigt wird, gegeniiber der ge- 
nannten @,, invariant ist, miissen die E. Noetherschen Sitze uns fiinfzehn 
linear unabhangige elektrodynamische Erhaltungssitze liefern. Diese wirk- 
lich aufzustellen, ist Zweck der vorliegenden Note. 

Die ersten sieben von ihnen (vgl. Formeln 27 a,, a, und b,) sind 
nichts anderes, als die wohlbekannten Satze von der Erhaltung der Energie, 
des Impulses und des Drehimpulses*); ich brauche daher auf ihre Deutung 
nicht naher einzugehen. Die drei folgenden (27 b.) bilden eine genaue 
Analogie zu den zweiten Schwerpunktssiatzen der klassischen Mechanik und 
wurden fiir die elektrodynamischen Erscheinungen meines Wissens zum 
ersten Male von A. Einstein‘) durch formale Integration aus den Maxwell- 
schen Gleichungen gewonnen. Einstein behauptete a.a.O, ihre Giiltigkeit 
nur in erster Annaherung, weil ihm damals anscheinend die Anpassung 
der Dynamik an die Relativitatstheorie der Lorentzgruppe noch unbekannt 
war. Fiir die Mechanik der Kontinua im Sinne der Relativitatstheorie 
hat G. Herglotz*) die entsprechenden Formeln aufgestellt (iibrigens genau 
auf dem gleichen Wege, wie es hier geschieht) und auch ausdriicklich als 
Schwerpunktssitze gedeutet. Die fiinf iibrigen Formeln (27 c, d, und d,) 


*) Bateman nennt diese ,spherical wave transformations“. 

*) Naheres iiber die konforme Gruppe zu finden in S. Lie und G. Scheffers, 
Geometrie der Beriihrungstransformationen, Leipzig 1896, 1, Kap. 10, §§ 1 und 2, 
S. 441 ff. 

5) Aether and matter, Cambridge 1900, § 50, S. 88 ff. Siehe auch F. Klein, 
Seminarvortrage iiber die Entwicklung der Mathematik im neunzehnten Jahrhundert, 
Kap. X, B. II, § 4 (1917). (Eine Ausarbeitung dieser Vortrige ist in Abschriften 
bei zablreichen mathematischen Universitatsinstituten vorhanden.) 

*) Siehe etwa M. v. Laue, Die Relativitatstheorie 1, 4. Aufl, Braunschweig 1921, 
§ 15 b—e. 

”) Ann. d. Phys. (4), 20 (1906), S. 627 ff. 


*) Ann. d. Phys. (4), 36 (1911), S. 493 ff. Vgl. insbes. die Formeln 96’ auf 
8. 513. 
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sind meines Wissens neu. Inwieweit sie den Zwecken der Physiker 
dienlich sein kénnen, mu8 die Zukunft entscheiden. 


§ 1. 
Die E. Noetherschen Satze. 


Zuerst gebe ich die beiden E. Noetherschen Satze an, und zwar in 
einer etwas allgemeineren Fassung als sie in der zitierten Note stehen. 
Ich verdanke diese einer miindlichen Mitteilung von Fraulein Emmy Noether 
selbst. Vorgelegt sei ein Integral 

, , au du 
(1) 1,=f...fr(2,s, Fer gprs) ae, 


erstreckt iiber ein beliebiges reelles Gebiet der Veranderlichen z,, x, ..., Z 


n* 
2 
cu cw 


, 


ag? pga? 7: Sind hierin Abkiirzungen fiir y reelle Funktionen der 
z,,..- x, und deren partielle Ableitungen’), dz steht kurz fiirdz, dz,...dz,,. 
Durch eine eindeutige und eindeutig umkehrbare Variablentransformation 


\ 


| y,= A,(z, 4, —,...) (i= 1,2,...,n], 
(2) . 
|» (y) = B, (x, u, 5" ,...) [e=1,2,...,p] 


av ae 


und ihre Erweitungen fiir die Transformation der Ableitungen Dy? dy? 


geht (1) tiber in 

° =f dv ae 

i,=f.. lily, v, dy’ dy?” ..+)dy, 
wo das Integral iiber das dem x-Gebiet in (1) entsprechende y-Gebiet 
zu erstrecken ist. Ist insbesondere die Funktion f mit der Funktion / 
identisch, so hei®t J invariant gegeniiber der Transformation (2). 

Wir betrachten jetzt eine kontinuierliche Gruppe von Transformationen 

(2) und nehmen an, daB die Parameter ¢,, «,, ..., ¢, im Falle einer endlichen 
Gruppe ©,, bzw. die willkiirlichen Funktionen p(x), p‘*)(z),..., p(x) 
im Falle einer unendlichen Gruppe G,,, so gewahlt sind, da8 der iden- 


tischen Transformation die Werte «= 0 bzw. die Funktionen p(x) = 0, 
Op (x - 


—; = 0, .-- entsprechen. Dann erhalten die Transformationsformeln ( 2) 
die Gestalt 
(3) ¥=2,+ 12,4... [é=1,2,...,n], 
) Up (y) = tty + Atty +... lem 1, 2,..is), 


und es ist erlaubt anzunehmen, daB die Az,, Iu, in den e bzw. den p 


*) Cher die Zulissigkeit komplexer GriBen vgl. E. Noether. S. 237, FuBnote 3. 
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und ihren Ableitungen linear sind’®), Brechen wir die rechten Seiten 
in (3) mit diesen linearen Gliedern ab, so heiBen die entstehenden Trans- 
formationen nach Lie bekanntlich infinitesimale. Die Invarianz des Inte- 
grals J gegeniiber einer infinitesimalen Transformation bedeutet dement- 
sprechend, daB sich f von f nur um Glieder unterscheidet, die in den « 
bzw. den p, —f , »-+ Mindestens von der zweiten Ordnung sind. 


Unter einer Divergenz sei ein Ausdruck der Form verstanden 





= _ CA, (Ay OA, 
Div A = —*+ = +... + Ze» 


c z, . (Xs 
wobei die A; Funktionen der z, wu, a ... sind. Die, Differentiationen 
nach den zx sind total zu nehmen, d.h. indem die wu, <, ... als Funk- 


tionen der x betrachtet werden. 


Ich nenne jetzt J gegeniiber einer infinitesimalen Transformation 
»invariant bis auf eine Divergenz‘‘, wenn 


(4) f = f+ Div C + héohere Glieder, 


wo der Ausdruck C in den ¢ bzw. p, —, ... linear ist. Der Fall, da 


C identisch Null ist, sei gelegentlich in dieser Redeweise mit einbegriffen ''). 
In der Einfiihrung dieses Begriffes liegt die am Eingang des Paragraphen 
erwabnte Verallgemeinerung gegeniiber der urspriinglichen Veréffentlichung 
von Fraulein Emmy Noether. 

Nunmehr kénnen wir die E. Noetherschen Satze aussprechen: Ist das 
Integral I gegeniiber den infinitesimalen Transformationen einer end- 
lichen G, bis auf eine Divergenz invariant, so werden genau o linear 


unabhangige Verbindungen der Lagrangeschen Ausdriicke zu Divergenzen. 
Man setze namlich 


(5) du, = v,(z)—u,(2) = 4u,— 3’ 4a, 


und definiere A,,...A, durch die Identitat 


> vy, du, = 5f+ Div A, 





) Vgl. E. Noether, S. 244 unten und S. 246, Anfang von § 4. 

™) Wahrend die vollstandige Invarianz gegeniiber einer infinitesimalen Trans- 
formation T die vollstindige Invarianz gegeniiber der eingliedrigen Gruppe, die durch 
T erzeugt wird, ohne weiteres nach sich zieht, ist das enteprechende bei der In- 
varianz bis auf eine Divergenz im alJgemeinen nicht der Fall. Deshalb mubBte die 
Definition dieses Begriffes notwendigerweise an die infinitesimalen Transformationen 
gekniipit werden. 
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(6) 


(7) 


auf 


den 


fiir 


(8) 


in welcher die y, die Lagrangeschen Ausdriicke der Funktion f bedeuten, 
und weiter B,,... B, durch die Gleichungen 


Dann zerspalte man du und B nach den einzelnen ¢: 


und die gesuchten Divergenzrelationen werden: 


geeignete Funktionen du und geeignete B genau g linear unabhingige 
Relationen (7) bestehen, so kann man riickwarts**) 9 linear unabhingige 
infinitesimale Transformationen herstellen, gegeniiber denen J bis auf eine 
Divergenz invariant ist. Da die Zerspaltung von B in C und A — f4z 


von solchen infinitesimalen Transformationen angeben. Man iiberzeugt sich 
nun leicht von der Richtigkeit der Bemerkung, da8 es dann und nur dann 
mdglich ist, die genannte Zerfallung so vorzunehmen, da8 die resultieren- 


tionen du von den —~ 
falls frei sind oder in sehr spezieller Weise linear abhingen*’). Wenn 
diese Bedingung erfiillt ist, 148t sich beweisen, daB die o infinitesimalen 
Transformationen, zu denen man gelangt, genau eine g-gliedrige Gruppe 
erzeugen. 


Dann la8t sich erreichen: 
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B,=C;+ A;— f4z,;. 


bu; = Ou, +...4+ e,3°°'u,, 
B, =, Bj” +...+4,B;", 


> vo" u,=DivB",... SY y,6u, = DivB® ™), 
Ist umgekehrt von den Lagrangeschen Ausdriicken bekannt, da8 fiir 


mannigfache Weise méglich ist, lassen sich auch mannigfache Systeme 


7) a 
Transformationen von den —,-——“~ 


. frei sind, wenn die Funk- 
dz’ d2z*? 





é*u a*n 


a” Ge" frei sind und von den a “ entweder gleich- 


Zum Zwecke der spateren Anwendung notiere ich noch den Ausdruck 


oe 


die B; im Falle, daB : nur von den ersten Ableitungen = abhangt: 


B,=C, es Aa + B82 Ol 


Oz; 
3 0, wenn 1+ 4, 
“1, wenn 4=i. 
8) Vgl. E. Noether, § 2, S. 242. 
™) Wie bei E. Noether, § 3, ausgefiihrt. 
4) Namlich 


dum er(2,9) + 578s (2,6) 2. 


4x, =— B,(z,u), Au; = a, (2,%), p= ASF + fy(2,0). 








Erhaltungssitze der Elektrodynamik. 263 


Der zweite Satz bezieht sich auf eine unendliche kontinuierliche 
Gruppe G., und besagt, daf die Invarianz von I bis auf eine Divergenz 
gegentiber den infinitesimalen Transformationen der G., o linear un- 
abhangige Abhangigkeiten zwischen den yw, und ihren totalen Ableitungen 
nach den x zur Folge hat, und dafB umgekehrt das Bestehen o solcher 
linear unabhdngiger Abhdangigkeiten die Invarianz von I bis auf eine 
Divergenz gegeniiber gewissen o infinitesimalen Transformationen mit o 
willkiirlichen Funktionen nach sich zieht. Um die genannten Abhangig- 
keiten aufzustellen, schreibe man Gleichung (5) in entwickelter Form auf: 


e a 
(9) du, => {a} (2,u,.. .) p™ (x) + bf” (a, u,.. 2 aks 
A=1 


; at (4) 
+ ef" (x, u,...) —P—}. 


Dann lauten die Abhangigkeiten einfach: 


@,.) — 2 7p, (1 tes 
(10) S{(a wi) — OP we) +... +(— I" Sw} = 0 


[4=1,2,...,0] 


§ 2. 
Anwendung auf das  -Kérperproblem. 


Ein erstes Beispiel fiir die bequeme Anwendbarkeit der E. Noether- 
schen Sitze bietet die Herleitung der bekannten zehn Integrale des 
n-Kérperproblems. Obwohl der zugrunde liegende Gedanke wie auch die 
Ausfiihrung im einzelnen nicht neu sein diirften**), fiihre ich die kurze 
Rechnung vollstindig durch um der formalen Analogie mit den nachher 
aufzustellenden elektrodynamischen Erhaltungssatzen willen. Die Differential- 
gleichungen des n-Kérperproblems ergeben sich aus dem Variationsproblem 


8 f Lat=0, 


15) E. Noether, § 2, S. 243. 

%®) Auch mit Lieschen Methoden, jedoch ohne Ausnutzung des vorteilhaften Um- 
standes, da8 die Differentialgleichungen aus einem Variationsproblem entspringen, 
behandelt diese Frage F. Engel, Gétt. Nachr. 1916, 8. 270ff. — Der Vergleich diirfte 
den Vorzug des Variationsansatzes deutlich zum Ausdruck bringen. — Fiir die ge- 
schichtliche Entwicklung der Einsicht in die Bedeutung und den Zusammenhang der 
zehn Integrale der Bewegungsgleichungen vergleiche man die betreffenden Stellen in 
Jacobis Vorlesungen iiber Dynamik; ferner die interessante Note von J. R. Schiitz in 
den Gétt. Nachr. 1897, 8. 110 ff., sowie die zusam f; de Darstellung von F. Klein 
in ,Die Entwicklung der Mathematik im neunzehnten Jahrhundert“, Kap. 10, A § 2 
und C § 4. 1917. 
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wo die Querstriche andeuten mégen, da8 bei festen Grenzen zu variieren 
ist. Hierin hat die Lagrangesche Funktion L die folgende Bedeutung: 


L=T—U, 
T = 7 (ti + di, + aj), 
xm, mM, . 
U= —-)- =. 1 < t<k <n, 
\.= Vix,, _ a.) + (2. — Z,2) + (2,3 — Sre)'s 


x = Gravitationskonstante, 





und die z,, sind aus dem Variationsproblem als Funktionen von ¢ zu be- 
stimmen. Es handelt sich hier also um ein einfaches Integral, ¢ tritt an 
die Stelle der vorhin mit z und die z,, treten an die Stelle der vorhin 
mit « bezeichneten GréBen. 


Bekanntlich sind die Bewegungsgleichungen des n- Kérperproblems 
gegeniiber einer endlichen zehngliedrigen Gruppe, der sogenannten _,,Galilei- 
Newtongruppe“ invariant. An dem Variationsproblem zeigt sich diese In- 
varianz in der Weise, daB L gegeniiber den infinitesimalen Transformationen 
der Gruppe zum Teil vollsténdig, zum Teil bis auf eine Divergenz in- 
variant ist. Diese lauten namlich: 

(11) a) At=rz, Az, =9, 
b) 4t=0, Az; =«,, 
- = 0 
ce) At=0, Az,, = >) Bro Xin i , 
e=1 Bey = — Bor 
d) A4t=0, Az,,=y7,t [k=1, 2, 3}, 


und man sieht ohne Miihe, daB bei a), b), c) 42 = ist, dagegen ist bei d ) 


n % 
4AL= = (SD m7.%4:) = <0 = Div. 


i=1 k=1 
Nunmehr ergeben die Formeln (5) und (8) 
6z;,= 42,,—%,,4t, 
” 3 
B=C—»’ DS’ m,#,,4z,, + 4t(T +0), 
im1 k=1 . 


und die E. Noetherschen Divergenzrelationen nehmen die Form an: 
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n 3 
; d 
(12) a) - pip ee 7” a (7+ 0), 
é=1 k=1 
b) > vm =—< Ym4, [k= 1,2, 3), 
i=1 i=1 
. = eee 
Cc) > (ein Yir— Vy Yin) — dt Dm (xi, tir — Livin) 
i=1 i=1 
[(u,”) = (2,3), (8,1), (1,2)], 
n n n 
d) Sty, ‘ +i {> m2, = tS)m,é,,} [k=1, 2, 3). 
i=1 i=1 i=1 


Soweit handelte es sich um rein formale Identitiaten, die sich iibrigens 
nachtraglich leicht direkt verifizieren lassen, indem man 


n 
eL d /éL \ 1! xm, My, d - 
Vir  Szin oT ee \aa—/ =» 3 , (Ze — Lik) — di (m;%;,) 
-_— 
einsetzt. Von der Forderung 6 { Ldt—0 ist bisher keinerlei Gebrauch 


gemacht. Betrachten wir nun jedoch die Differentialgleichungen des n- Kérper- 
problems, so haben wir die Lagrangeschen Ausdriicke y, gleich Null zu setzen, 
und die Gleichungen (12), deren linke Seiten dann verschwinden, liefern 
uns die zehn bekannten ersten Integrale des Problems, namlich (12a) den 
Energiesatz, b) die drei ersten Schwerpunktssitze (auch Impulssatze ge- 
nannt), c) die drei Flachensiitze, und d) die drei zweiten Schwerpunkts- 
sitze. Die Form, in der die letzteren erscheinen, weicht von der sonst 
iiblichen etwas ab; um zu dieser zu gelangen, hat man nur zu beachten, 
da nach (12b) = m;#;, = ¢, ist, woraus dann folgt: 
. n 

(13) Dm, 2, = crt + Ch [£=—1,2,3). 

Se (cy, cz = Konstanten.) 
Fiir uns ist aber gerade die Form (12d) von Bedeutung, erstens, weil sie 
zeigt, daB die zweiten Schwerpunktssitze sich véllig in die Reihe der 
iibrigen Erhaltungssatze einordnen, zweitens, weil sie uns so den Schliissel 
zur Deutung der analogen elektrodynamischen Relationen (28) geben. 


§ 3. 
Ubersicht iiber die im folgenden gebrauchten Bezeichnungen. 


Vor der Behandlung der elektrodynamischen Gleichungen schicke ich 
eine Ubersicht iiber die im folgenden gebrauchten Bezeichnungen voraus. 
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Im allgemeinen halte ich mich an die von M. v. Laue in seinem Buche 
Die Relativitatstheorie“ Bd. I gebrauchten, auch folge ich weiterhin 
v. Laue in der Symbolik fiir den drei- und vierdimensionalen Vektor- 
und Tensorkalkil, so haBlich diese auch ist, so daB der Leser alle ihm 
etwa unbekannten Symbole dort nachschlagen kann. Das MaSsystem ist 
das Lorentzsche'’) in CGS-Einheiten. c bedeutet fortan, wie immer, die 
Lichtgeschwindigkeit. 


Tabelle der Bezeichnungen*) 











in vierdimensionaler Schreibweise in dreidimensionaler Schreibweise 
ZB,» Bq, Bq, By Z,Y,2,tct 
t = Vektor vom Koordinatenanfangs- 
punkt nach einem festen Raum- 
punkt, nicht nach beweglichem 
Teilchen. 
El ktromagnetischer Sechser- 
tensor: 
f: fog» fas» fi’ fa» faa» fs 9. 9,; 9,; fs, i€,, ro i€,, ae i€. 
fix a fei 
Der dazu duale Sechsertensor: 
f”: ro = fea, S = fia, i = fas 
fen = tras fea = far+ fea = has 
Viererpotential : 
P> Py» Par Par Ps 
Analogon zur Lagrangeschen Funk- 
tion: 
1 . = 1 1 
A=; )) D fa=3 > fir 5(9° — €*) 
i=1 k=1 1sickSe 





1”) Siehe Encycl. d. math. Wissenschaften 5, Art. 13, 7d. 
48) Bei der Gegeniiberstellung sind nicht alle GréBen in beide Spalten auf- 


genommen, um nicht durch weitere Vermehruig an Buchstaben, die doch nicht 
benutzt werden, zu verwirren. 
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in vierdimensionaler Schreibweise 


in dreidimensionaler Schreibweise 





Elektromagnetischer Energie-Impuls- 
tensor : 


4 
8, = 8,,= D>) fafin+ on A 


A=1 


3 0, wenn i+k 
ie 11, wenn i =k 


Dichte des Viererstromes: 
P.,. Fa P,P, 


Dichte der elektrischen Viererkraft: 
FP 1? F. 2? F 3? F 4 


Fi= Di fas 


Mechanischer Energie-Impulstensor: 
R;, _ R,; 





Pre Prey Py; « C.. 
i 

Prys Pryy Pry: ct S., 

Pres Pry Piss S.. 


tg +6 +6,,-w, 


ez oe ~ev ¢ 








Pp, = Dichte der Maxwellschen 
Spannungen 


S, = e[E, H] = Poyntingscher Vektor 
der elektromagnetischen Energie- 
stroémung 


W.= 3(6" a 9°) = Dichte der elek- 
tromagnhetischen Feldenergie. 


1. = € = Dichte des elektromagne- 


tischen Impulses des Feldes 








OG Oty O% | 
ee’ e’ @? @ 
o =raumliche Dichte der elektri- 
schen Ladung 


q = Geschwindigkeitsvektor der elek- 
trischen Ladungen bzw. ihrer 
materiellen Trager. 


Dichte der vom Felde auf die La- 
dungen ausgeiibten Kraft: 


3=e(E+=[a, 9]) 
Dichte der Leistung dieser Kraft: 
($4) = e(€q) 


[[g.., 9]] | #9. 
(ie Fr 
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in vierdimensionaler Schreibweise in dreidimensionaler Schreibweise 





Gesamter Energie-Impuistensor: 


T;, , R,, S8;, 


Die Invarianz der Maxwellschen Gleichungen gegen die konforme (iruppe. 


Von den beiden Systeme 
freien Ather 


(14) I dAivf*=0 Il. dAivf=0 
wird das erste identisch befriedigt durch den Ansatz 


15) 





4, = Dichte des mechanischen Im- 
pulses 


hoa 
j,_9° 
Vi-3 

k, - Massendichte 


W,,, = Dichte der kinetischen Energie 
der bewegten Materie 
a 


i 
Vi- 


S,, =a W,, = Dichte der durch die 
Bewegung der Materie ver- 
mittelten Energiestrémung 


ae 
(is|-w) 
\e 


P = p, + [[9,.> 4)]] = gesamter 


Spannungstensor 

§ = 9. + 9. = gesamte Impuls- 
dichte 
S= S,+ S,, = gesamte Energie- 
stromung 
W = W,-+ W,, = gesamte Energie- 
dichte. 





§ 4. 


n der Maxwellschen Gleichungen fiir den 


f= Rot pp. 
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Fiihrt man diesen in II. ein, so werden die linken Seiten von II. genau 
die Lagrangeschen Ausdriicke y, des Variationsproblems 


of ff fAdz,dz,dz, dz, = 0, 


bei dem z,,2,,2%,, 2, als unabhangige Variable und 9,, 7,,7,, 7, als 
gesuchte Funktionen dieser zu betrachten sind und die Variation bei 
festem Rande und festen Randwerten der » vorzunehmen ist, woran die 
Horizontalstriche erinnern sollen. Das hier auftretende Integral bleibt 
nun ungeandert, wenn man die z,,... 2, einer beliebigen Transformation 
der 15 gliedrigen konformen Gruppe des R, unterwirft und gleichzeitig die 
Komponenten des Viererpotentials p,, 9,, 7, Y, kontragredient zu den 
Differentialen dz,, dz,, dz,, dz, umformt. Da wir es nur mit rein 
formalen Operationen zu tun haben, brauchen wir uns um die (vom 
Standpunkt des Physikers notwendigen ) Realitaétseinschrankungen der Para- 
meter der Gruppe nicht zu kiimmern. Die genannte Invarianz erkennt 
man leicht, wenn man unter Beachtung des Umstandes, da8 sich die GréBen 


é 
fia = %~ “. korcragredient zu den GréBen dz,dxz, umsetzen, den Aus- 


druck ausrechnet, der durch beliebige lineare Transformation der dz aus 
dem Ausdruck 


( oN f.) dz, dz,dz,dz, 
ik 


entsteht. Man findet so, da8 er dann und nur dann in den neuen Va- 
riablen die gleiche Form 


(> i.) 4%, dz, dz, dz, 
tk 
erhilt wie in den alten, wenn die Transformation die Gleichung 
P dz: = 0 in die entsprechende es dz; = 0 iiberfiihrt. Die Gesamtheit 
‘ i 


dieser Transformationen bildet aber genau die konforme Gruppe. 


Neben dieser endlichen kontinuierlichen Gruppe la8t das Variations- 
problem offensichtlich noch eine unendliche Gruppe zu, welche die ersten 
Ableitungen einer willkiirlichen Funktion enthilt: 


E; = %;; F= H+ [¢=1, 2, 8, 4], 


da (vgl. 15) die Rotation eines Gradienten identisch verschwindet. 
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§ 5. 
Aufstellung der formalen Identitéten. 


Auf Grund der E. Noetherschen Satze miissen jetzt 15 linear unab- 
hiangige lineare Verbindungen der Lagrangeschen Ausdriicke 


Of, (9%, %, 

(16) V0 2 ta — Fs (set — 324) 
ra k ~ ‘ k 

identisch zu Divergenzen werden, und auBerdem muB zwischen den y;, 


und ihren ersten partiellen Ableitungen eine Abhingigkeit identisch 
erfiillt sein. 








Ein System von 15 linear unabhangigen infinitesimalen Trans- 
formationen unserer @,, ist das folgende’”): 


(17) - a) Az, =a 


. «’ 


.=0 
b) 42z,= = Bro Xe “ ), 


° Bro —— Bor 


c) 42%,=—y2,, 
d) 4x,=22,>'e.2%,—¢,)5 23 [k=1,2,3, 4). 


Von diesen Transformationen entspricht die auf k= 4 beziigliche von a) 
der Transformation (11a) der Galilei-Newtongruppe, die drei andern (17a) 
den raiumlichen Translationen (11b); die zu den Parametern £,,, 8,,, Bi, 
gehorigen ,,raumlichen Rotationen‘* von (17b) entsprechen den Rotationen 
(11c) der Galilei-Newtongruppe, die drei iibrigen zu £,,, 8,,, 8,, gehdrigen 
,,zeitlichen Rotationen“ entsprechen der Einfiihrung einer anders gerichteten 
t-Achse bei festgehaltenem z,y,z-Raum in der Galilei-Newtongruppe 
(lid). Die Formeln (17c) und d) entspringen der Zusammensetzung je 
zweier Transformationen durch reziproke Radien. Die zu den dz kontra- 
grediente Transformation der » ist einfach gegeben durch die Formel 





dAzx 
(18) 49,=— Dd)" 9, (k= 1, 2, 3,4] 
FT k 


und die infinitesimale Transformation der unendlichen kontinuierlichen 
Gruppe durch 


4z,=0 Ag,=—<?. 


*) Siehe z. B. S. Lie und F. Engel, Theorie der Transformationsgruppen 3, 
Leipzig 18938, S. 281. 
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Betrachten wir zunachst die der letzten entsprechende Abhangigkeit. 
Nach (5) wird 
C7] 
$9; = oe 
somit ergibt der Vergleich mit (9) und (10) 


0 
(19) oe, 46 = 9. 


Um die Divergenzrelationen aufzustellen, bilden wir nach (8) 
oy 
By = — Di fn 49 LAPS ae 6,,A}, 


was auf Grund der Definition des elektromagnetischen Energie-Impuls- 
tensors S;, iibergeht in 


(20) B, = — 2 fu bo, + 3 42, {- 8+ D faze 


Wiirden wir jetzt fiir 42, 4@ die Ausdriicke aus den Formeln (17) und 
(18) einsetzen, so wiirden wir zu Divergenzrelationen gelangen, die sehr 
lang und uniibersichtlich gebaut sind®) und vor allem an dem wesent- 
lichen Mangel leiden, da8 in ihnen die Viererpotentialkomponenten ¢, die 
doch hier nur mathematische HilfsgréBen sind und keine selbstandige reale 
physikalische Bedeutung haben, explizite und nicht nur in den physikalisch 
allein sinnvollen Verbindungen f,, auftreten. Diesem Mangel la8t sich 
jedoch durch einen Kunstgriff abhelfen. Aus der unendlichen kontinuierlichen 
Gruppe lassen sich doch auf mannigfache Weisen endliche Gruppen aussondern, 
indem die Funktion p nicht véllig willkiirlich, sondern nur von endlich 
viel Parametern abhingig genommen wird. Indem wir nun zu der Trans- 
formation (18) fiir ein in geeigneter Weise spezialisiertes p den Ausdruck 


oe hinzufiigen, gewinnen wir gerade solche infinitesimale Transformationen, 
k 


die zu Divergenzrelationen fiihren, in denen die @ nur noch in den Kom- 
binationen f,, auftreten. Wie wir das p zu spezialisieren haben, wird 
sich im Verlauf der Rechnung zeigen. 


®) Nur als Beispiel gebe ich die aus (17d) flieBenden Formeln 
0 
ot ba, {eta d Y, — 22,2, A + dhe [2(=.9,— —z rm) te D8 a, Te 


Dail} +S (1D 2)--Drfteeanrten Dae 


CP; 2 , 
hd ih ha (k= 1, 2, 8, 4]. 
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Setzen wir demgemaB in (20) fiir 4g, den Ausdruck 


pte —  - 


- ts, "4" Oa, 


(21) 


ein, so gewinnen wir 


04; OF;) ’ 
Bem Stal Se 1 2 tS se YD Sia 


Oz, — 4 (J —_— Aa 
rs é 


=D fn, Se iz, — p) )-2 S,, 

und nun erkennt man, da8 die richtige teclitbucies von p 
p= >) 9,42 

ist. Nach (5) und (21) wird jetst 
Og; =)) f,, 4%, 

so daB die Divergenzrelationen die Gestalt annehmen 

(22) O 2 Viha 4%, = 2! = (d'S,,42 

Setzen wir jetzt die Ausdriicke (17) ein, so erhalten wir 


(23) a) a—s = Vili [4=1, 2, 8, 4], 


b) Dit (x, 8,4 — 2, S,i) = 2 ¥6(% fir — Xv fin) 
((#,”) =(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)], 


¢) vind 5 28-1) = = vi ( Lot a 
d) ie {2 as Bes — Six S) 2) 
a seeSiats = fu > zs} [A= eS 4}. 
i e e 


§ 6. 
Einfiihrung der physikalischen Ansitze. 


Bis 2u diesem Punkte handelte es sich wiederum nur um rein formale 
Identitaten, die sich durch Einsetzen von (16) und der aus der Tabelle 
auf Seite 266 — 268 folgenden Werte der S,, als Funktionen der »p verifizieren 
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lassen. Erst jetzt setzt der physikalische Ansatz ein, indem fiir den freien 
Ather die Lagrangeschen Ausdriicke y, gemaB (14 II) gleich Null gesetzt 
werden und fiir mit ponderabler Materie erfiillte Gebiete gleich den be- 
ziiglichen Komponenten des Viererstromes P;*'). Solcherweise folgen aus 
den Identitaéten (19) und (23) nunmehr physikalische Satze, die mit dem 
Namen ,,Erhaltungssitze‘ benannt zu werden pfiegen. Um aber den 
physikalischen Inhalt in aller Vollstandigkeit herauszubringen, diirfen wir 
uns bei Anwesenheit ponderabler Materie nicht auf die durch den Ansatz 
wy, = P, gelieferten Erscheinungen im elektromagnetischen Feld allein be- 
schranken, sondern miissen die Wechselwirkung von Feld und ponderablen 
Massen beriicksichtigen, die durch den Ausdruck fiir die Viererkraft 


F,=)) fs P 


geliefert wird. Diese Kraft- bzw. Leistungsdichte steht ihrerseits auf 
Grund der relativistischen Dynamik mit der Impuls- und der Energie- 
dichte der durch sie bewegten Massen in der Beziehung 


3 = + div[Ig,.. 41], 


0 


~ Wr . 
(§q)= at + div q Was 





oder vierdimensional geschrieben 
6 
F,= a iz Pace 
Hiernach nehmen die Erhaltungssitze die Form an 


(24) a) SA 7,=0 [A=1, 2,3, 4], 
F; ‘ 


b) Dy gy, (8 Poi — Tye) =0 [(m,») =(1,2),...(8,4)], 


‘ 


c) EAP y Xo Ts) =D Bw 
d) » oe 21D % T.i- Tis) #2) = Qa, >’ Ri, 
ic Tepe ' * (a=1,2, 3,4), 


wobei S,;+ Ri;= Ti; geschrieben und von der Symmetrie R;, = R,,; 
Gebrauch gemacht worden ist. 


%) Ich beschrinke mich der Kinfachheit halber auf die Grundgleichungen der 
Elektronentheorie, d. h. auf den Grenzfall e=1, »=1, o=0 der Gleichungen fiir 
ponderable Materie. 

Mathematische Annalen. 84 18 
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§ 7. 
Die physikalische Deutung der Ergebnisse. 


Um die physikalische Bedeutung der Satze (24) zu ermitteln, spalten 
wir sie notgedrungen in ihre raumlichen und zeitlichen Bestandteile, ob- 
wohl die schéne Symmetrie der Formeln dadurch auf das Grausamste 
zerstért wird. Die Umschreibung in die dreidimensionale Vektoranalysis 
liefert, wenn noch K zur Abkiirzung fiir die Summe J R,, geschrieben wird, 


(25) a,)") 5g + dip =0, 
a) >W+divS—0, 


b) [t,g)+div[r <x p] =0%), 
b,) 4 it 5 — tg +- div {[ s ] ~ tp} =, 
ec) Af(rg)— Wt} +div{[r, p] — St}=K, 


d,) * {t(rg) ‘-[r, [r, g]] — 2r¢W+c7t'g} 


+ div {[[r, (tr, p)}] + (e><[r><p]| — 2t[[r, SJ] + ¢2e"p} = 2cK 
e Ww oie 
d.) 4 f2t(r9) —a(t*+ec*t } 
+ div {2¢[r, p] — g(t* + c7t")} = 2eK. 
Zu diesen Gleichungen tritt noch die aus (1!) folgende sogenannte Kon- 
tinuitaétsgleichung der Elektrizitét hinzu 


( 26) div(oq) + =0 


Die Gleichungen (25) formt man haufig aus der Differential- in eine 
Integralform um, indem man sie iiber ein dreidimensionales Raumstiick 


%) Der Index r entspricht den raiumlichen, der Index z den zeitlichen Kompo- 
nenten. 


*%) Da v. Laue das Zeichen [r. », schon fiir den Vektor mit der xz- Komponente 
2 Peet YPey+2 Px: verbraucht hat, habe ich mir erlaubt, hier das Zeichen [rt >< p | 
fiir den Tensor 


Pew —Z2DPix ZPxy—2EP:y =Pezr—TP:: 


YP:2 — 2 Pax YP:y— 7 Puy ‘pe-=P. | 
Pye — UY Vex tPyy—Y Pry £ Py: —Y Pz: 


zu benutzen. Ubrigens gilt [r, div p} = div [r><p]. 








Erhaltungssiitze der Elektrodynamik. 275 


integriert, wobei die Integrale iiber die Divergenzglieder zu Oberflaichen- 
integralen werden. Wir wollen annehmen, da8 wir ein abgeschlossenes im 
Endlichen gelegenes System von Massen und Ladungen vor uns haben, 
und da8B die Komponenten des Energie-I[mpulstensors nach auBen so rasch 
abnehmen, da8 wir fiir ein hinreichend groBes, Massen und Ladungen in 
seinem Innern enthaltendes Integrationsgebiet B die Oberflachenintegrale 
gegeniiber den Raumintegralen vernachlassigen diirfen. Dann ergeben die 
Formeln (25a,), a,) und b,) die Erhaltung des Impulses, der Energie 
und des Drehimpulses unseres gesamten Systems: 


(27) a.) ffJgdzx—@ = konstanter Vektor, 
B 
a.) fffWdr=E = Konstante, 
h 
b,) JSS S{c,. g]dr =2 = konstanter Vektor. 
B 


Formel (25b.) dagegen nimmt zunichst die Gestalt 


(28) “ {fe Ll dr — ff gaz} =0 
B 


an, deren ganz deutliche Analogie zum zweiten Schwerpunktssatz (12d) 
bei dem n-Ké6rperproblem wir sogleich erkennen werden. Vom Standpunkte 
der Relativitaétstheorie aus hat man ja Masse und Energie als identisch 
zu betrachten, und zwar ist eine Masse m als Energie von der GréBe mc* 
anzusehen. Umgekehrt wird es gestattet sein, jede Energie mit der Dichte 


W einer Massendichte von der GréBe ‘= k aquivalent zu setzen. Hier- 


durch erhalt auch das elektromagnetische Feld im freien Ather einen 


,Schwerpunkt*, und 
ff fe wae ={ {fe kdt 
Bb B 


ist der mit der Gesamtmasse x multiplizierte Radiusvektor vom Koordi- 


natenanfangspunkt zu dem gemeinsamen Schwerpunkt von elektromagne- 
tischem Feld und ponderabler Materie, entspricht also véllig der in (12d) 


stehenden GriBe >’ m,x,,, wahrend die mit ¢ multiplizierten Glieder in 


‘ 
(28) und (12d) beidemal den Gesamtimpuls des Systems bedeuten. Aus 
Formel (28) in Verbindung mit (27a,) folgt dann 


(27 b,) fffe Wide = €, + Gt (€, = konstanter Vektor) 
B 


wieder in vélliger Analogie zu (13), d. h. 
18° 
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Der gemeinsame Schwerpunkt des elektromagnetischen Feldes und 
der ponderablen Materie bewegt sich geradlinig gleich{ormig. 
Die fiinf iibrigen Satze haben wegen des Auftretens der Grobe K 
a 


nicht mehr die Form reiner Erhaltungssatze (= von Raumintegral = Ober- 


flachenintegral ), wenn bewegte Kérper im Integrationsgebiet vorhanden 
sind; daher la8t sich die Integration nach der Zeit nicht explizite durch- 
fiihren. Trotzdem kommt den Satzen natiirlich ein wohlbestimmter physi- 
kalischer Sinn zu. Um aber die Auffassung zu erleichtern, wollen wir 
uns auf den Fall beschranken, da8 wir es nur mit den Erscheinungen im 
freien Ather zu tun haben, und da8 keine ponderablen Massen durch das 
Feld bewegt werden. Dann wird K —0 und wir haben wieder reine 
Erhaltungssatze, die wir in der Form schreiben kénnen: 


(27) ) JJ Jecarer= 0, + Bu 
d,) i} {r(rg,.)+[r, [t, g J} de = C, + 2c? C, t+ cc? Gt, 


d.) fffetsar =C,+20C,t+£,¢ 
B 


C,, C, = Konstanten , €, = konstanter Vektor. 
Am leichtesten verstandlich von diesen Gleichungen ist d,). Nach der 
Beziehung od = ,,Massendichte‘ des elektromagnetischen Feldes bedeutet 


die linke Seite von d,) die halbe Summe der Haupttragheitsmomente der 
»elektromagnetischen Masse‘ des Feldes in bezug auf den Koordinaten- 
anfangspunkt, so daB wir sagen kénnen: 

Die Summe der elektromagnetischen Hauptirdghettsmomente des Feldes 
in bezug auf einen beliebigen festen Punkt ist eine quadratische Funktion 
der Zeit, und der Koeffizient des Zeitquadrates ist die doppelte Gesamt- 
energie des Feldes. 

Die Gleichungen (27c) und d_) scheinen mir dagegen kein unmittel- 
bares Analogon in der Mechanik zu haben. So wird man wohl die links 
stehenden Integranden als neve GréBen in die Physik einfiihren miissen. 
Die Dimension von (rg,) ist die der Dichte einer WirkungsgréBe und die 
von {r(rg,)+ [t[tg,]]} die des Momentes einer Wirkungsdichte. 

Ich méchte nicht schlieBen, ohne meinc Dankbarkeit gegen Fraulein 
Emmy Noether und Herrn Prof. Paul Hertz fiir ihr wohlwollendes Inter- 
esse, mit dem sie mich bei der Durchfiihrung unterstiitzten, zum Ausdruck 
zu bringen. : 


(Eingegangen am 3. 3. 1921.) 








Untersuchungen zur Quantentheorie. 
Von 


Hellmuth Kneser in Gottingen. 


Einleitung. 


Bei der quantentheoretischen Behandlung mechanischer Probleme wird 
die Gesamtheit der bei verschiedener Wahl der Anfangsbedingungen mecha- 
nisch méglichen Bewegungen in bestimmter Weise eingeteilt in ,,Elemen- 
targebiete der Wahrscheinlichkeit“. Die auf den Grenzen dieser Gebiete 
verlaufenden Bewegungen gelten als _ ,,statistisch ausgezeichnet“. Auf 
welche Weise diese Einteilung vorzunehmen ist, dariiber geben die Quan- 
tenvorschriften Auskunft, die von verschiedenen Forschern in verschiedenen 
Fassungen aufgestellt werden. Es dringen sich dabei die folgenden Fragen 
auf, zu deren Klarung die vorliegende Arbeit beitragen soll. 


1. Welche Voraussetzungen mu ein mechanisches System erfiillen, 
damit eine bestimmte Quantenvorschrift darauf anwendbar wird? 

Hierbei ist hervorzuheben, daB die qualitativen Voraussetzungen iiber 
Regularitat der Bewegung und Verlauf im Endlichen in der physikalischen 
Literatur vielfach nicht erwahnt werden, da sie bei den meisten Systemen 
erfiillt sind, die analytisch vollstandig behandelt werden konnten. 


2. Wenn eine Quantenvorschrift in zwei verschiedenen Koordinaten- 
systemen anwendbar ist, ergibt sie dann dasselbe? 


3. Wenn zwet Quantenvorschriften auf dasselbe System angewandt 
werden kémnen, ergeben sie dann dasselbe? 

Im ersten Teile werden diese Fragen beziiglich der von Sommerfeld’), 
P. 8. Epstein*), Schwarzschild*) und anderen aufgestellten Quantenvor- 
schriften behandelt. Nachdem zu diesem Zwecke die Grundtatsachen aus 


*) Sitzungsber. d. Kgl. Bayr. Ak. d. Wiss. 1915, S. 425f., 459f. 
*) Ann. d. Phys. (4), 51 (1916), S. 48f. 
*) Sitzungsber. d. Kgl. PreuB. Ak. d. Wiss. 1916, 8 548f. 
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der Hamilton-Jacobischen Integrationstheorie kurz beriihrt sind, wird die 
Frage 1 beziiglich der Vorschrift von Sommerfeld und Epstein durch eine von 
T. Levi-Civita‘) aufgestellte Bedingung beantwortet (§ 3). Sodann wird die 
genannte Vorschrift durch Einfiihrung der Winkelvariablen auf die von 
Schwarzschild zuriickgefiihrt und damit die Frage 3 bejahend beantwortet. 
Dasselbe geschieht mit der Frage 2 dadurch, daB ($5) gezeigt wird. 
daB die Vorschrift von Schwarzschild in jedem Koordinatensystem zu 
demselben Ervebnis fiihrt. SchlieBlich (§ 6) werden zwei weitere Quanten- 
vorsehriften ebenfalls auf die von Schwarzschild zuriickgefiihrt, die sich 
demnach als die eindringendste herausstellt. 

Der zweite Teil beschaftigt sich mit der Vorschrift von Planck’). 
Da diese, wie Epstein") gezeigt hat, die Schwarzschildsche umfa8t, sind nur 
die Fragen 1 und 3 zu erértern. Zunachst(§ 7) wird die Bedeutung der 
Ergodenhypothese und der Existenz eindeutiger Integrale aufgewiesen, 
dann (§8) mit topologischen Hilfsmitteln gezeigt. daB bei zwei Frei- 
h@itsgraden die Plancksche Vorschrift nicht weiter reicht als die von 
Schwarzschild. SchlieBlich (§ 9) werden bei einem System, das in einem 
Grenzfalle der Schwarzschildschen Vorschrift zugiinglich wird, Reihenent- 
wicklungen fiir die eindeutigen Integrale aufgestellt, deren Koeffizienten 
bis auf einen gewissen Teil vollkommen bestimmt sind. Da sich auch 
diese mit Hilfe der Adiabatenhypothese festlegen lassen, ist auch hier 


die Frage : mit ja beantwortet. 


I. Besondere Quantenvorschriften. 
4 
Vorbereitungen. 


Die mechanischen Systeme, von denen die Rede sein wird, sollen die 
folgenden Voraussetzungen erfiillen. Der Zustand des Systems © ist ein- 
deutig bestimmt durch die Werte, die den n allgemeinen Koordinaten 
7,» Gs» +++>q, beigelegt werden; dagegen kann verschiedenen Werten g der 
gleiche Zustand entsprechen. Der Einfachheit halber soll nur der Fall 
der ,,winkelartigen“ Koordinate g, betrachtet werden, in dem zu den 
Werten g,,---59;-4> Gt+1,.¢44>-++»%, derselbe Zustand des Systems © 
gehért wie zu den Werten q,,...,q;,---,9,- Ein Beispiel hierfiir ist 
das Azimut bei Polarkoordinaten eines Punktes, das noch mit 22 zu divi- 
dieren ist. Eine winkelartige Koordinate braucht keine zyklische zu sein. 
Die Koordinaten diirfen alle Werte eines Gebietes annehmen (die winkel- 

*) Math. Ann. 59 (1904), S. 385f. 


*) Ann. d. Phys. (4), 50 (1916), S. 385f. 
*) Sitzungsber. d. Kgl. PreuB. Ak. d. Wiss. 1918, S. 435f. 
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artigen sind unbeschrankt), wobei das System nur einen Teil der még- 
lichen Zustinde zu durchlaufen braucht. Doch soll es méglich sein, mit 
endlich vielen Koordinatensystemen dieser Art jeden Zustand von © dar- 
zustellen und insbesondere werden nur solche Bewegungen betrachtet, die 
ganz im Inneren des Gebietes verlaufen, in dem eines dieser Koordinaten- 
systeme gilt. 

Die Bewegung werde durch ein Variationsprinzip 


(1) Of Lig, s «+s Gas Gri ++ +s Gy) at =O, 
d. h. 
(1’) nig Zo ti’. 8.50 


bestimmt, worin die Lagrangesche Funktion L in jedem Koordinaten- 
system eine im Giiltigkeitsgebiet regulare Funktion der Argumente ist. 
Durch diesen Ansatz werden auch Bewegungen umfaBt, bei denen die 
Kraft von der Geschwindigkeit abhingt, wie die Bewegung eines elektrisch 
geladenen Koérpers im Magnetfelde. 


§ 2. 
Kanonische Variable. 


Die Variationsaufgabe (1) wird in bekannter Weise auf iibersichtlichere 
Formen gebracht. Zunichst ist sie gleichbedeutend mit der Aufgabe 


(2a) Bf L(dy, 2-5 Gus Mrs 2 Mat =0 

mit den unbekannten Funktionen q,, ..., g,.1,,---, 7, und den Neben- 
bedingungen 

{2a’) q,;—7,=90 (¢=1,..., mi. 


Multipliziert man die linken Seiten dieser Gleichungen mit unbestimmten 
Funktionen 4, und fiigt sie zum Integranden L hinzu, so ist eben 
wegen (2a’) 


(2b) 6{ (Lia, r) +>) Ag —1,)) dt = 0, 
k=1 


und weil (2b) identisch in 4,,...,4, gilt, folgt riickwarts (2a). Die 
Variationsgleichung fiir r; lautet 


- L ‘ 
(2b’) 54 (1) — A= D(a. #) — 4 = 0. 
Setzt man hieraus 4; ein, so wird 


(2c) é (cand Lj, (q, r)-(g, — r,)) dt=0. 
rn 
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Hier kommen zwar, wie schon in (2a), nicht mehr m sondern 2n un- 
bekannte Funktionen vor, doch treten die Ableitungen der einen Reihe (r) 
gar nicht, die der anderen linear auf, so da8 die Variationsgleichungen von 
der ersten Ordnung werden. Die Koeffizienten von g,,..., q,, die 
,,impulse“ p,,..., p, werden an Stelle von r,,..., 17, eingefiihrt; es wird 
gesetzt: 

Li(ar)=m 2) Pat —L (4,4) = Hg. p)- 


Um dies zu erméglichen, werde vorausgesetzt, daB in jedem Koordinaten- 
system die Geschwindigkeiten g,,..., 7, sich als regulére Funktionen der 
GréBen g, p darstellen, wenn diese die Werte des Giiltigkeitsgebiets an- 
nehmen. Das ist z. B. der Fall, wenn ZL ein Polynom zweiten Grades 
in g,,---,@, mit definitem quadratischem Teil ist. Die Variationsforderung 
hat dann die kanonische Form 


(3) 6{ (S’p.4—H(g,p)) at =o; 
z 

die Variationsgleichungen sind 

(3°) q= H,,, i= — H,,. 


Sogleich ergibt sich das Energieintegral 
= 0, H(q, p)=«. 

Bei der kanonischen Form des Variationsprinzipes und der Bewegungs- 
gleichungen ist an die Stelle der Funktion ZL die gleichfalls von 2n 
Argumenten abhingende Funktion H getreten. Die quantentheoretisch 
vollstindig behandelten Probleme sind nun, wie sich zeigen wird, die, bei 
denen sich solche kanonische Veranderliche einfiihren lassen, da8 H nur 
von der einen Reihe abhingt. 


§ 3. 
Hamiltonsche Differentialgleichung. Trennung der Variablen. 


Die Lésung der Variationsaufgabe (1) oder (3) kommt bekanntlich 
mit dem Auffinden einer vollstaéndigen Lésung der Hamiltonschen partiellen 
Differentialgleichung 

ow ow 
H(q, ag) ~ a= 9 
iiberein, d. h. einer solchen Lésung W (q,,...,9,,¢, @,,-..,@,), die von 
n Parametern a,,...,«, derart abhangt, daB es zu gegebenen Werten 
é, q; p im Giiltigkeitsgebiete immer ein Wertsystem a,,..., a, gibt, 
so daB . 
O@W(q,t, a,..., Gn} 


= 0 
2q, sak. 
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ist. Die Lésungen der Bewegungsgleichungen (3') ergeben sich durch 
Elimination aus 

aw aw 

Fa, Fe iq = Pv TH P)- 
Da H =a ein Integral ist, setzt man 


W =S(q,a,,...,,) + at 
und kommt zu der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung des 
Jacobischen Prinzips 
, os 
(4) Ha. p)—a, m= 5» 
deren vollstindige Integration wiederum mit der der Gleichungen (3’) 
gleichbedeutend ist. 
In den Fallen, wo diese Integrationsmethode zum Ziele gefiihrt hat, 
war die vollstandige Lésung S immer von der Gestalt 


(5) S = 8, (q,, Gy, -- ++ @,) +S, (Gas Oy, «+ +9 Gy) eee $Y, (ys Oy y+ + +r Oy): 
Die Bedingungen, die dafiir notwendig sind, hat T. Levi-Civita*) aufgestellt. 


Setzt man namlich (5) in (4) ein und differenziert nach g; und dann 
nach g, (k+ 4%), so wird 


2 
s 
Hy + Fr H,,=0 (¢=1,...,%), 
t 
. oS a°S, a" S, a” Sy pe 
Hao, + Gqs Aon + gz Aum + Soe agg Hm = 9 


(¢=1,...,%; E=1,...,¢—1,6+1,...%). 
Elimination der zweiten Ableitungen von S ergibt 
( 6) Ay, Hy, Hy, a, =i Hy, Hy, Ho, %, Hy, Hy, H,, % + H,, H,, Hy, Py 
| 0 H,, Ay, | 
=—|Hy Hao Hey |=9- 
| Hy, Ho», A,», 
Da rg Lésung S eine vollstandige sein soll, muB8 die Funktion H den 


nn — 


> | Differentialgleichungen (6) fiir alle Argumentwerte geniigen. 


ren umgekehrt die Gleichungen (6), so findet man eine vollstandige 
Lésung von (4) in der Form (5) auch ohne Benutzung von Potenzreih an 
in folgender Weise. Sind irgendwelche Anfangswerte qs» ‘dea q,» Py; Es 
gegeben, die nur keine der Ableitungen H, zu Null medias, so definiere 
man p, als Funktion der g durch 


P, (4; Jas-+es qn) _ P, 








282 H. Kneser. 


und die Differentialgleichung 

Dn — (1 

ef a 
Dabei soll hier und im folgenden eine Klammer (/) bedeuten, daB den 
Argumenten q,,,,---»%,> Pisis +++» P, die Anfangswerte g, p beizulegen 
sind. Sehritt fiir Schritt wird p, durch 


; Hi 
0 0 Cp, ¢ ° 
Be (Gao - + 00 Benne See Maas <> -0 Fe) =H al 


als eine in einer Umgebung der Anfangswerte regulare Funktion der 
Argumente gq definiert, die offenbar nur von g,,...,q,; abhangt. DaB p; 
von q;, allein abhangt, zeigt sich so. WeiS man, daB p, nur von q,, 
p, nur von q,,..., p;_, nur vong;_, abhiangt, so ist fiir jedes KI <i 


Hy, ®, 











i Hy, H, ep | Ar, », Hy, H, )\ 
(7) Bt (b= (D) — a + FG) — Ag ()- 
CH Hp, Hp, A). eq Hp, i . 
Nun ist 
la _ Ba ( : 
O”—F Hp, )s 


also verschwindet die rechte Seite von (7) zufolge den Gleichungen (6... 
Setzt man nacheinander in (7) 1 =i, =i—1,...,l1=k-+1, 80 er- 
halt man 





Hy, Hy, Hg, 
gi a(t) =a (i —1) =... = 7 “(b). 
(7) H,, *) = i, H,, ‘*) 
Jetzt ist . 
er Ha 5) 
CUO "Fk Hp, 
m— — iy (gy 4 Teo tgs — (Fete (ay — ee 6y) (ay 
Hp, Hp, Hp, Hp, % 


Nach (7’) darf man die letzte Klammer (k) durch ( 7) ersetzen, und so ver- 
schwindet die rechte Seite nach (6). Fiir g, = q, ist aber p, konstant gleich p,. 
Cp 
Cdk 
Setzt man also 


= 0, so daB iiberall - =( wird, d. h. p, nur von g,; abhangt. 
dk 


n q; 
S=)'8, 8,=J p,dq,. 
i=1 . 


4; 
so ist P P 
a C.J 


Cu 8% Pi 


é és e*s Hy, _ 
5 H(4,=) = Hy, + Hy, aq? Ae, —H,_ =: 


{ as o © 
H(q, 5°) = H@, p) =<: 
S ist eine vollstandige Lésung der Gleichung (4) in der Gestalt (5. 
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Nachtraglich laBt sich die Bildung der Funktion S sehr leicht iiber- 
blicken. Man lést die Gleichung H(qg;,p;)=« nach p,; auf und erhilt 
p,; als Funktion von g;, die durch die Kurve H = « in der g; p,- Ebene 
dargestellt wird. Fiir die Trennung der Variablen ist es kennzeichnend. 
da8 sich der Punkt (g;, p,) nicht nur augenblicklich in der Richtung dieser 
Kurve bewegt, sondern dauernd auf ihr verbleibt. Liegt auf der Kurve 
kein Punkt H, = H, = 0 und fiihrt sie aus dem Giiltigkeitsgebiet hinaus, 
so verla®t der Punkt (g;, p;) das Gebiet. Kommt es daher auf Bewegungen 
an, die dauernd im eee verlaufen, so mu8 die Kurve ent- 
weder einen Punkt H, = H,,= 0 enthalten — das ist nur bei isolierten 
Anfangswerten P; der Fall -- ae sie mu8 ganz im Innercn des Giiltigkeits- 
gebietes liegen. Das kann sie bei der Regularitét der Funktion H nur, 
wenn sie geschlosscu ist. Ist die Koordinate g; winkelartig, so muB ent- 
sprechend die Kurve H (q,, p;) = « durch Verschiebung langs der g,- Achse 
um eine ganzzahlige Strecke m in sich iibergehen. Der Beweis dafiir. 
daB m= 1 ist, soll nur angedeutet werden. Ist € eine Kurve dieser 
Art und R ein Punkt auBerhalb von ©, so dreht sich der Strahl RP 
asymptotisch um 180°, wenn der Punkt P die Kurve © von g; = — « 
bis g, = + co durchlauft. Je nachdem, ob dies im positiven oder negativen 
Sinne geschieht, heiBe es: R liegt iiber oder unter €. Ist D eine andere 
Kurve der gleichen Art, die € nicht schneidet, und liegt ein Punkt von D 
iiber ©, so liegt jeder Punkt von und iiber D auch iiber €, ja auch jeder 
Punkt einer gewissen Umgebung von 2. Nimmt man nun an, daB eine 
Kurve H =« erst durch m-malige Verschiebung um die Strecke 1 in 
sich iibergeht, so wendet man dies auf diese Kurve und die aus ihr 
durch Verschiebung um die Strecken 1, 2, ..., m hervorgehenden 
Kurven an, so folgt, daB jeder Punkt in der Umgebung der m-ten 
Kurve, die ja mit der urspriinglichen zusammenfallt, ‘iber dieser 
liegt, was offenbar nicht zutrifit. Es miiBten sich also zwei dieser 
m Kurven schneiden, d. h. auf der Kurve H = « miiBte ein Doppelpunkt, 
ein Punkt H, = Hy, = 0 liegen. Eine Kurve H = «, auf der kein solcher 
Punkt liegt, geht daher schon durch Verschiebung um 1 in sich iiber. 


§ 4. 
Die Quantenvorschrift nach Sommerfeld und Epstein. 


Die Quantenvorschrift in der Gestalt, wie sie Sommerfeld') zuerst 
angewandt und P. 8. Epstein*) genauer ausgefiihrt hat, lautet: 


Statistisch ausgezeichnet sind die Bewegungen, bet denen in 
(M) jeder g-p,-Ebene die Kurve H=«, die Bahnkurve des Punktes 
(q;, P;), eime Flache wmschlieBt, die ein ganzes Vielfaches des 
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elementaren Wirkungsquantums h ist; oder, analytisch ausgedriickt, 
(y) bet denen 
ay P,= $p,dq,=n,h 

ist. 

Dabei bedeutet das Zeichen §, daB lings der geschlossenen Kurve 
H =a, auf der sich der Punkt (g,, p;) bewegt, in der Richtung der 
wirklichen Bewegung integriert wird. Betrachtet man p, als mehrdeutige 
Funktion von g;, bestimmt durch die Gieichung H =a, so ist der 
Integrationsweg auf der Riemannschen Flache dieser Funktion geschlossen 
und geht durch ihre Verzweigungspunkte. Verschiebt man ihn aber ins 
Komplexe, so daS er ganz im Regularitatsgebiete verliuft, so erkennt 
man, daB P, ebenso wie p, von den Anfangswerten p an der Stelle g 
regular abhangt. 

Ist g; eine winkelartige Koordinate, und ist die Kurve H = « nicht 
geschlossen — dann wiirde das soeben Gesagte gelten —, sondern geht 
sie durch Verschiebung um die Strecke 1 in der g,-Richtung in sich iiber, 
so bildet man nach der gewdhnlichen Ubung 


1 
P,;= f p;, 4q;. 
; 


Dieser Wert ist nicht eindeutig bestimmt: ersetzt man die Lagrangesche 
Funktion Z durch L-+-cg; — dabei bleiben die Bewegungsgleichungen 
ungeaindert —, so erhalten p, und P; den beliebigen Zuwachs c. Nun ist 
bei nicht winkelartigen Koordinaten der Wert P=—0 dadurch ausge- 
zeichnet, da8 die Kurve H =a sich auf einen Punkt zusammenzieht, in 
dem H, = H, = 0 ist. Verlangt man dasselbe bei winkelartigen Koor- 
dinaten, so ist dadurch die Konstante eindeutig festgelegt, wenn die Kurve 
H =« nur fiir einen Wert « durch einen Punkt H, = Hy, = 0 geht. Dies 
trifft zu in dem Falle der zyklischen Koordinate, d.h. wenn H von gq, 
nicht abhangt und H,, nur fiir einen Wert p, verschwindet. 

Die Vorschrift (M%) wird im allgemeinen nur dann ausfiihrbar sein, 
wenn die n GréBen P,,..., P, voneinander unabhangig sind; hinge eine 
Anzahl von ihnen von den iibrigen ab, so waren dadurch, daB man diesen 
die Werte n,h beilegt, die Werte der ersteren bestimmt und im allge- 
meinen keine Vielfachen von h. Es werde nunmehr vorausgesetzt, daf 
P,,..., P,, voneinander unabhangig sind. In die Funktion S(q,,..., q,, 
P,,-++> P,) kann man statt der Anfangswerte p die GréBen P,,..., P, 
einfiihren und erhalt so 

S(q, p) — S'(q, P). 
Als Funktion der P ist S’ in der Umgebung eines Wertsystems regular; als 
Funktion der g ist dS’ endlichvieldeutig und 8’ erhalt bei Fortzetzung 
langs geschlossener Wege die Zuwichse P,, ..., P. 
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Setzt man 


as’ as’ 
(8) Q= 5p Pi Fa,’ 


yP,aQ, - 3 nda—a( SP, Q,— 8"(q, P)); 


t=1 


so ist 


man hat eine kanonische Transformation, sobald man wei8, daB sich in 
einem Gebiete die Werte g, p und Q, P eineindeutig enteprechen. Nun 
wurden in § 3 die Impulse p in einer Umgebung der Werte g, p als 
regulare Funktionen der g und der Anfangswerte p definiert, die fiir g, =, 
in diese Werte iibergingen. Die Funktionaldeterminante der p nach den 
p ist also 1 fir g,— 4:3 daher kénnen in einer Umgebung dieser Werte 
die p statt der p in die Funktion S(qg, p) eingefiihrt werden. In dieser 
Umgebung hangen daher die Q und P regular von g und p ab. Die 
Funktionaldeterminante ist, in verstandlicher Abkiirzung, 


(s5-5,) (53) 
8\Q, P) oa oP oq, oq, 
e(q.p) ( a? g’ (3!) ; 

| oP. cp, op, 
Die Differentiationen sind so zu verstehen, daB S’ zuerst als Funktion 
der gq und P nach P,, dann als Funktion der g und p nach q, bzw. p,, 
und P; als Funktion der g und p differenziert wird. Setzt man %;—q,, 
so ist S’—0 fiir alle Werte P oder p; daher verschwinden an dieser 
Stelle die Elemente des linken unteren Teilquadrates. Die Elemente des 


linken unteren Teilquadrates bleiben an der Stelle g,—g, ungedndert, 
wenn man die er der Differentiationen umkehrt: es ist 








6 as’ a as op, “2 as oP, 28 2 (27)| 


69,0P, 34, < 1 By, OP, Lén,0q, OP, + &, 34, oP, 





a*s op, as a 3H) 
ae 0g, Op, OP, +35 1 Op, se, (3P 


a (Fe)+2 “aS @ (5) 

~ OP: \dq 1 Op, 24, \? am}? 
und hier verschwindet das zweite Glied bei g,=g,, da dann S =0 ist 
und nicht von p abhingt. Die Determinante wird daher 


a(Q, P) _ 2(8) 20P) Ly 
0(9,p) @P) ap) 


die Einfiihrung der Q, P an Stelle der g, p ist eine kanonische Transfor- 
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mation. Da bei einer solchen die Funktionaldeterminante iiberall | ist, 

kann die vieldeutige Abhingigkeit zwischen g, p und Q, P nur dadurch 

zuwege kommen, da8 der Punkt q, p einen geschlossenen Weg beschreibt. 

_28(q. Pp) 
eq; 

d. h. der Punkte, die der Punkt g, p im Verlaufe der Bewegung miég- 


licherweise trifft, so vermehrt sich S um eine Summe von GréBen P. 
Zz, ‘ : 

Da oat =1 oder = 0 ist, je nachdem i =k oder i+ k ist, entsprechen 
k 


einem Wertsystem g, p Werte Q, die sich um ganze Zahlen unterscheiden. 

Es soll nunmehr bewiesen werden, daB bei festem P die Koordinaten Q 
jedes Wertsystem annehmen, und zwar ist nur von den Wertsystemen 
die Rede, die durch Fortsetzung im Reellen erreichbar sind. Es geniigt, 
dies von den Werten 0 < Q;< 1 zu beweisen; denn wenn die Werte Q;= a 
angenommen werden, so werden es auch die Werte Q;—a,;+-m, mit 
ganzzahligen m;. Man fiihre auf der Kurve H =« in der q;-p,-Ebene 
einen Parameter R; ein, der sich stetig wachsend um 1 vermehrt, wenn 
der Punkt (g,;, p;) die Kurve einmal im Sinne der wirklichen Bewegung 
durchlauft. Dann sind saimtliche g und p eindeutige stetige periodische 
Funktionen der R. Die Q dagegen sind eindeutig und stetig mit der 
Eigenschaft 


Q, (By, » <p Ry— ao Ry 1, Buoys ++» R,) = Q(B ---» R,) +8 


(6,,=1, wenn t=k, 0;,=-0, wenn i+k), 


Bleibt dieser in einer geniigend engen Umgebung der Punkte p, 


ik 


so dab R,-- Q, eindeutige stetige periodische Funktionen der R und als 
solche beschrinkt sind. Ist also durchweg 


RR; — Q,' < M, 
so betrachte man die Funktionen Q; in dem Wiirfel 


—~(M+1)<R,<M+1. 


' 
Nach einem Satze von Brouwer‘) wird jedes Wertsystem |Q,| < |! 


tii= 


mindestens in einem Punkte des Wiirfels angenommen. Durch Vermehrung 


*) Es ist der ,Hilfssatz“ in der Arbeit Math. Ann. 71 (1911), S. 161f. Man 
sieht sofort, daB genau der hier gebrauchte Satz bewiesen. obgleich in etwas geringerem 
Umfange ausgesprochen ist. Etwas weniger bequem wiiren aihnliche Saétze von P. Bohl 
(Journ. f. d. r. u. ang. Math. 127 (1905), S.173f., imsbesondere § 3) anzuwenden. 
DaB hier, im Gegensatze zu der eingehenden rechnerischen Behandlung ihnlicher 
Fragen bei Staude (Math. Ann. 29 (1887), S. 468f.; Journ. f. d. r. u. ang. Math. 105 
(1889), S. 298 f.) und Stickel (Journ. f. d. r. u. ang. Math. 128°(1905), 8. 222f.) ein 
bloBer Existenzbeweis gegeben ist, fallt nicht schwer ins Gewicht, da man die (J 
analytisch von ihrer Definition her kennt. 
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der Q und R um ganze Zahlen zeigt sich, deB jedes Wertsystem der Q 
angenommen wird. Da die Funktionaldeterminante der Q, P nach den g, p 
iiberall 1 ist, kénnen die g, p in der Umgebung jedes Wertsystems der Q 
als regulire Funktionen der Q (bei festen P) dargestellt werden. Eine 
in der Umgebung jedes Punktes des einfach zusammenhingenden Bereichs 
aller rellen Q eindeutige Funktion ist aber iiberhaupt im Reellen ein- 
deutig: so hat man g, p als im Reellen durchweg regulaire Funktionen 
der Q. Nun konnte man durch Fortsetzung im Reellen bei Riickkehr zu 
denselben Werten q, p bei festen P die Q um beliebige ganze Zahlen m, 
vermehren; daher gehéren zu den Werten Q;-+- m,; dieselben Werte der g 
und p wie zu Q;: die urspriinglichen Koordinaten sind reguldre perio- 
dische Funktionen der Q. 

Nach der Definition der P sind diese lings der Bahnkurve konstant ; 
so folgt aus den Bewegungsgleichungen 


P, =e Hg, as 0 
— hier sind Q, P statt g, p in H einzufiihren —, daB H nur von den P 
abhaingt. Demnach ist : 

Q; = Hp, = &; 
zeitlich konstant; die Q sind lineare Funktionen der Zeit. Dieser Be- 
wegungstypus, bei dem die urspriinglichen Koordinaten periodische Funk- 
tionen von m linearen Funktionen der Zeit sind, heiBt der bedingt 
periodische. 

Die GréBen ®; heiBen die mittleren Bewegungen. Sollte zwischen 


ihnen identisch, d. h. fiir alle Werte P, eine Anzahl linearer Gleichungen 
der Form 


(9) m, RN, +... +m, NR, = 0 


mit ganzzahligen Koeffizienten m, die nicht alle Null sind, bestehen, so 
n 


kann man durch eine ganzzahlige lineare Substitution N, = De; N, mit 

k=1 
der Determinante 1 bewirken, daB ein Teil der GréBen X’ identisch ver- 
schwindet und zwischen den iibrigen — es seien dies %j,..., N, — keine 
Gleichung der Form (9) gilt. Ubt man diese Substitution auf die Q und 
die kontragrediente auf die P aus — das ist eine kanonische Transfor- 
mation —, so erhilt man ein Koordinatensystem mit denselben ausge- 
zeichneten Eigenschaften — es werde gleich wieder mit Q, P bezeichnet —, 
in dem 


R.4.= Ni.~= eee * =R = 0 


ist, d.h. H nur von P,,..., P, abhingt, und zwischen 9,,..., N, keine 
Gleichung (9) identisch besteht. 
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§ 5. 
Die Quantenvorsehrift nach Schwarzschild. Eindeutigkeit der 
Quantenvorschrift. 


Schwarzschild*) benutzte die hier gefundenen kanonischen Variablen, 
die ,,Winkelvariablen“ Q und die zugehérigen Impulse P, die ,,Wirkungs- 
variablen‘, um allgemein, auch fiir die ,,entarteten“ Fille, d.h. die, in 
denen s < n ist, die Quantenvorschrift folgendermaBen auszusprechen: 


Hat man ein System kanonischer Variablen Q, P derart, dap 
H (die Energie) nur von den P abhdngt, und sind die Q winkel- 
artige Koordinaten (siehe § 1), bestehen ferner zwischen den mitt- 
(B) leren Bewegungen N,,...,R, (NM; = Hp,) keine Gleichungen (9) fiir 
alle Werte P, wahrend N,,, =... =, = 0 ist, so sind die Be- 
wegungen mit 

P.=P.+n,h (§ = 1,2,...,8) 

statistisch ausgezeichnet. 


Die Konstanten P, sollen dabei die von Planck so genannten Singu- 
laritaéten des Phasenraumes bezeichnen. Ist man auf dem in § 4 verfolgten 
Wege iiber die Trennung der Variablen in der Hamiltonschen Gleichung 
(4) au den Koordinaten Q, P gelangt, so sind die Singularitaten P;= 0 
daran zu erkennen, da sich in ihrer Umgebung die g, p als Funktionen 
der Q, P verzweigen. Wenn dies, wie es bei den bisher genauer behan- 
delten Fallen zutrifit, die einzigen Verzweigungen sind, so sind dadurch 
in der Tat die Konstanten P, eindeutig festgelegt. Gegen die Bezeichnung 
,Singularitéten des Phasenraumes‘‘ kénnte eingewandt werden, daf das 
Bild der Bewegung etwa bei P, = 0 keine anderen Besonderheiten auf- 
weist, als wenn den P solche Werte beigelegt werden, da8 eine Gleichung 
(9) besteht. Im ,,Lagenraume“ der gq allein ist freilich das Bild ein 
anderes. 

Es erhebt sich die Frage, ob die Vorschrift (8) in verschiedenen 
Koordinatensystemen zu demselben Ergebnis fiihrt. Sei also Q{,...,Q,, 
P{,..., Py ein zweites Koordinatensystem mit denselben Rigenschaften, 
bei den zwischen den von Null verschiedenen mittleren Bewegungen 
, pee N; keine Gleichung der Form (9%) identisch besteht. Die be- 
sonderen Wertsysteme der Q, P, fiir die zwischen den MN oder MN’ eine 
solche Gleichung besteht, sind die Nullstellen der abzahlbar unendlich vielen 
nicht identisch verschwindenden analytischen Funktionen m, N, + ... + m,N, 
und m, Ni + --.+myNy (mit allen ganzzahligen Werten m, auBer 
m,=m,=...=0). Sie bilden die Vereinigungsmenge von abzihlbar 
unendlich vielen Mengen des MaBes Null, die selbst das Ma8 Null hat. 
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Daher liegen die Wertsysteme (Q, P), fiir die keine jener Gleichungen 
gilt, iiberall dicht. Wahlt man die Bahnkurve durch einen solchen Punkt, 
so kommt sie nach dem Anndherungssatze von Kronecker*) jedem Wert- 
systeme der Q,...Q, bis auf ganze Zahlen beliebig nahe; sie bedeckt im 
Phasenraume der g, p ein 8-fach ausgedehntes analytisches Gebilde & 
iiberall dicht. Aus der Betrachtung der Q’ folgt, daB das Gebilde s’-fach 
ausgedehnt ist; also ist s = 8’. 

Halt man jetzt alle Q und P auBer Q; fest und vermehrt Q, um 1, 
so beschreibt der entsprechende Punkt des Phasenraumes eine geschlossene 
Kurve auf dem Gebilde @. Es miissen also P{,..., Po, Qrai,.--, Qn 
festbleiben, wahrend Q; (k<s) einen ganzzahligen Zuwachs «,, erfahrt. 


Die Funktion C, = ya «;,Q;— Q; ist daher periodisch in Q,,-.-,Q, und 
i=1 


s 
als regulare Funktion beschriinkt. Da C,— >) «,,;—%; zeitlich kon- 
#=1 
stant ist, C, aber nicht unbegrenzt anwachsen kann, ist C,= 0; C, ist 
langs einer Bahnkurve, und da diese jedem Wertsysteme Q,,...,Q, bis 
auf ganze Zahlen beliebig nahe kommt, fiir alle Q,,...,Q, konstant: 
es ist 


Qi =>) «;,Q; +C,. 


t=1 


Da dasselbe von der Umkehrung gilt: 


& 
Q.= D>) Bix Qi + Ci, 
i=1 
ist die Determinante |a,,| = +1. 

Das Bisherige gilt fiir iiberall dicht verteilte Wertsysteme Q, .,, ..., Q,, 
P,,...,P,. Da die Q’ stetig von den Q, P abhinger, sind die ganzen 
Zahlen «,, iiberall dieselben. Fiihrt man daher Q”,P” ein durch die 
kanonische Transformation 


’ & 
=) 0,90 P=Da,P:r (i, k=1,...,8) 


t=1 t=1 


' Q; =, Pi =P; (t=s+1,...,n), 
so ist 
A= V+ v (Pr, sro Pas Qo+ts «++ Qn) (i =1,..., n). 
P;= y; (Pi, --., P,, Qs+1, -+ op Qa) 





*) Werke 8, 1 (Berlin 1899), S. 31f. 
Mathematische Annajen. 84. 19 
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Damit dies eine kanonische Transformation ist, mu8 


Sia - Prag) = >| (v.- P; +5 agree + Sats nd Pi | 


ein vollstandiges Differential sein. Es ist also 


sa (YE Pi + S'vi2%) - sq? (¥" - P+ Sit) 


i=1 


Ist «<8, so bleibt nur 
hs. oe 


2 
oy ee hangen nur von den P” ab. Weiter wird 


é ") o@ 
i 
—% >, —#: 


_@ 
op (¥— P; + Snzts)- ag’ <— oP 


> 


d.h. fir t<¢ ist “= oder 0, je nachdem ob i= k oder i + k ist; 


—_ P; + a, 
worin a, von keiner der Variablen Q”, P” mehr abhangt. Man hat also 


s a 
P,= >) ue P = Dae (Pi — az), 
k=1 k=1 


woraus man sieht, daB die Quantenvorschrift (8) beim Ubergange von 
Q, P m Q’, P’ in eine Vorschrift derselben Form, nur natiirlich mit 
anderen ganzen Zahlen n,; und anderen Werten P , tibergeht, daB also die 
Vorschrift (8) in der Tat vom Koordinatensystem unabhangig ist. 


§ 6. 
Weitere Formulierungen der Quartenvorschrift. 


Eine Formulierung der Quantenvorschrift, die auf kein besonderes 
Koordinatensystem Bezug nimmt, wurde von Einstein*) fiir zwei Freiheits- 
grade gegeben. Fiir n Freiheitsgrade lautet sie (in einer Fassung, die dem 
Verfasser von Herrn Prof. Hilbert mitgeteilt wurde ): 

Die stitistisch ausgezeichneten Bewegungen sind diejenigen, die 
in Feldern des Jacobischen Prinzips verlaufen, deren Feldintegral S 
(die Lésung der Gleichung (4)) die folgende Higenschajft hat: alle 
durch Fortsetzung im Reellen erreichbaren Zweige der vieldeutigen 


(@) 


*) Ber. d. D. Phys. Ges. 1917, 8. 82f. 
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Funktion S entstehen aus endlich vielen durch Addition gewisser 

(€) Konstanten, der Perioden, die ganze Vielfache des elementaren 
Wirkungsquantums sind. 

Auch diese Vorschrift ist nur da anwendbar, wo die von Schwarzschild 
ausreicht. Um sie namlich anwenden zu kénnen, wird man voraussetzen 
miissen, daB man eine vollstandige Lésung S der Gleichung (4) hat, deren 
mn Perioden voneinander unabhangige Funktionen der Parameter sind; denn 
sonst kénnte man den Perioden nicht mit Sicherheit die Werte n,-h bei- 
legen. Unter diesen Voraussetzungen werden die Schliisse des § 4 bis ins 
einzelne anwendbar. Man fiihrt die Perioden als P,,..., P,, an Stelle der 
Parameter in die Funktion § ein. Da S eine vollstandige Lésung ist, ist 
die durch 


es 
= 2% Q:= op 


gegebene Transformation im kleinen umkehrbar. Genau wie in § 4 zeigt 
man, daB die g, p von den Q periodisch abhingen, und da8 die Funktion 
H die Q nicht enthalt. Damit ist die Vorschrift (8) anwendbar, und 
wenn P,=0 die einzigen Singularitéten sind, sind auch die Konstanten 
P, festgelegt. 

Auf die Vorschrift (8) kommt man auch, wenn man nur weiS, daB 
das kinematische Bild der Bewegung das einer bedingt periodischen ist, 
d.h. daB die Koordinaten g,,...,q, und demzufolge auch die Impulse 
P1,-++» P, periodische Funktionen (mit der Periode 1) von m linearen 
Funktionen w,,..., w,, der Zeit sind, die jedes Wertsystem annehmen: 


Gi = Hi (Wys ++ +> Was Mys + +5 Ey), Pi = Pi(Wy, «+ +) Way Hy +5 @), 
w, = N;(a,,...,%,)- t+ 4;. 
(Die GréBen « und 6 sind Integrationskonstante.) Es soll angenommen 
werden, daB8 kein entarteter Fall vorliegt, da8 keine Gleichung von der 
Form (9) fiir alle Werte der « gilt. 
Die Quantenvorschrift wird hier so ausgesprochen: 


Statistisch ausgezeichnet sind die Bewegungen, fiir die 


1 n 
(D) II, ={ S'r;%du, = nh 
Q =1 . 
ist. 
Durch Zuriickfiihrung auf den vorigen Fall soll bewiesen werden, dab 
die GréBen J7,, wenn sie voneinander unabhiangig sind, in der Tat die 
kanonischen Variablen P, vorstellen, die in der Vorschrift (8) auftreten, 


wobei sich zugleich ergibt, daB die J7 von den w nicht abhingen. 
19* 
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Das ist lingst bekannt, z. B. erwaihnt es Schwaraschild*); doch scheint 
in den vorliegenden Arbeiten kein Beweis dafiir gegeben zu sein. Benutzt 
wird eine Uberlegung, die bei Einstein®) angedeutet ist, aber einer wesent- 
lichen Erginzung bedarf. Hat man namlich gezeigt, dab 


S nda - Sastan 


ki=1 


ein vollstandiges Differential ist, so setat man 


n 
dS = > p,.44,- 
k=1 


Fiihrt man in 8 die g statt der w ein, so ist S eine Lésung der Gleichung 
(4); sie ist vollstandig, weil die g und p alle Werte annehmen, und ist 
periodisch mit den n Perioden J/,, die unabhangig sein miissen, damit die 
Vorschrift (®) angewandt werden kann. Damit = pdq ein vollstindiges 
Differential ist (und dies ist bei Einstein nicht bewiesen), miissen die GréBen 


nm ‘ 
aw. 4 2 eq, op, 6g, ap, ag, 
dw, PF w, dw, Pow, 


i=1 l= 


die Lagrangeschen Klammerausdriicke, verschwinden. Sie sind konstant 
lings jeder Bahnkurve; denn es ist 


d é 
al» w,) = 2 sn, [w,, w;] 


— 52, ( o'pe iq, "Pr OG » Om Age _ Om a"«_) 








U Ow, Ou, au, 0 w, 0 w, Ow, * Ow, 0 w, 0 w, Ow Ow, Ow, . 





Setzt man hier ein, was sich durch Differenzieren der Bewegungsgleichungen 
ergibt: 
—y , OG, 7 9p 
2 Nise, = Ay a em Hi,,, 
6 4, op, 
a 8 sate, — 5 (lH wat + Bonz): 
Spr 04, oP, 
2 sate — 3 (H Gude, + + Hass), 


so hebt sich rechts alles weg. Die Klammern sind also konstant lings 
jeder Bahnkurve. Wenn keine Gleichung (9) besteht, miissen sie daher 
als stetige, periodische Funktionen der w iiberhaupt konstant sein; und 
da dies fiir iiberall dicht liegende Wertsysteme der a eintritt, ist es immer 
der Fall. Daher ist 
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it 


[w,, w;] =f flim w;,)dw,dw, 


é é 
(6 Sak — 5 Sait) anau, 


und hier sind beide Glieder Null wegen der Periodizitét der Integranden 
in w; und w,. Damit ist die Zuriickfiihrung auf den vorigen Fall und 
damit auf die Vorschrift ($) geleistet. 


II. Allgemeine Quantenvorschrift. Eindeutige Integrale. 


§ 7. 
Die aligemeine Quantenvorschrift von Planck. 


Planck hat®) eine Quantenvorschrift angegeben, die sehr allgemein 
gehalten ist und von gar keiner besonderen Eigenschaft des mechanischen 
Systems Gebrauch macht. Sie lautet: 


Man bestimme eine Anzahl von Funktionen ®,,...,®, der 
Koordinaten q und Impulse p und zerlege den Phasenraum durch 


die Hyperflachen 
?,= Cy1> ®, = C5, fee 
®, = C,,, Dy = Cye, --- 
(€) ®,=¢,;, ®,=C,,-- 


in Teilgebiete, die Elementargebiete der Wahrscheinlichkeit. Sta- 
tistisch ausgezeichnet sind diejenigen Bewegungen, die zugleich in 
je einer der Grenzflachen aus jeder der r Reithen verlaufen, d. h. 
fiir die 

®; 5g Cin, 
ist, worin n,,...,, ganze Zahlen sind. 


Dabei werden den Funktionen ® und den Konstanten ¢ noch zusitz- 
liche Bedingungen auferlegt, die sich auf die Singularitaéten und das Volumen 
des Phasenraumes beziehen. Doch soll hierauf nicht naher eingegangen 
werden. 

Von den Grenzflichen ®, = c;, wird verlangt, da8 sie von keiner Bahn- 
kurve des Systems geschnitten werden und da8 jede Bahnkurve durch einen 
ihrer Punkte ganz in ihnen liegt, d.h. ®; = c;, muB eine ,,relation invariante“ 
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im Sinne von Poincaré'®) sein. Praktisch wird man das aber selten be- 
haupten kénnen, wenn man nicht weiB, daB jede Fliche ® —c mit be- 
liebigem ¢ diese Eigenschaft hat, d. h. daB ®; ein Integral der Bewegungs- 
gleichungen ist, und so diirfte es auch bei Planck gemeint sein. 

Nun kann man aber nicht jedes Integral zur Durchfiihrung der Vor- 
schrift (€) benutzen. Um erwarten zu diirfen, da’ ®—c eine regulare 
Flache darstellt, wird man verlangen, daB @ in einem Gebiete, das alle 
Punkte ®=c im Inneren enthilt, eindeutig ist. So kommt man zu der 
Frage nach den in dem eben festgesetzten Sinne eindeutigen Integralen 
und vermutet, daB z. B. bei einem mechanischen Systeme, das, wie das 
beim Dreikérperproblem mit unbestimmter stérender Masse der Fall ist, 
auBer dem Energieintegral kein eindeutiges Integral hat, die Einteilung 
nach (€) nur mit diesem einen Integral bewirkt werden muB. 

: Ahnliche Folgerungen werden bei der Betrachtung der statistisch aus- 
gezeichneten Bewegungen durch die Ergodenhypothese nahegelegt. Sie 
lautet in der Fassung, die hier zugrunde gelegt werden soll: 


Sind ®,,..., ®, die einzigen eindeutigen Integrale des Systems, d. h. 
gibt es kein weiteres von ihnen unabhdngiges, so gibt es eine Bahnkurve, 
die jedem Punkte des zusammenhdngenden Gebietes ®, =c,, ..., ®, =, 
beliebig nahe kommt, aufer wenn das Wertsystem c, einer gewissen Menge 
vom Mae Null angehért. 

Hatte man nun eine ausgezeichnete Bewegung durch ®,—c; und 
etwa eine zusitzliche Bedingung, eine ,,relation invariante* ¥,,=c,,,, 
so festgelegt, daB die Bahnkurve nicht jedem Punkte ®,—c, beliebig 
nahekommt, so wiirde eine beliebig kleine Stérung, d. h. Anderung der 
Anfangswerte der g, p, geniigen, um zu bewirken, daB die Bahnkurve 
einem Punkte ®,=c,, von dem sie vorher stets um eine endliche Strecke 
entfernt blieb, so nahe kommt, wie man will. Eine auf diese Weise aus- 
gezeichnete Bewegung wiirde also unstabil sein. Will man dies vermei- 
den, so mu8 man sich darauf beschranken, die statistisch ausgezeichneten 
Bewegungen dadurch festzulegen, daB man einer Anzahl eindeutiger Inte- 
grale bestimmte Werte erteilt. 


§ 8. 
Existenz zweier eindeutigen Integrale bei m = 2. 


Hat das mechanische System zwei Freiheitsgrade und gibt es zwei | 
unabhangige eindeutige Integrale, so la8t sich die Frage der Einteilung 
des Phasenraumes und der ausgezeichneten Bahnen mit Hilfe von topo- 





%) Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, 1 (Paris 1892), S. 45f. 
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logischen Satzen auf schon behandelte Fille zuriickfiihren, wenn man ge- 
wisee allgemeine Voraussetzungen iiber das Verhalten der Bahnkurven macht. 
Die Bahnkurve durch einen Punkt des Phasenraumes liege ganz in 
einem izn Endlichen gelegenen Gebiete @; ebenso jede Bahnkurve durch 
einen geniigend benachbarten Punkt. 
Sind nun O(q4,,q,, p,,P,) und P(g,, 94, P,» P,) zwei unabhingige 
eindeutige Integrale, so sind nicht iiberall alle Determinanten der Matrix 


fe ®,, ®,, ) 
¥,, Po Yy, Py 


Null. Es wird vorausgesetzt, da8 fiir ein Wertsystem (a,b) und demnach 
fiir jedes geniigend benachbarte in keinem Punkte von G@ mit D=—a, 
Y = b alle diese Determinanten verschwinden; doch sollen ® und ¥ diese 
Werte in einem Punkte von @ annehmen, durch den eine der oben er- 
wahnten Bahnkurven geht. Dann bestimmen die Gleichungen ® =a’, 
Y= b' fiir jedes Wertepaar (a’,b’), das von (a,6) hinreichend wenig 
verschieden ist, eine in @ regulire analytische Fliche % (zweifach aus- 
gedehntes Gebilde). Nimmt man noch an, daB auf % kein Punkt 
H,, = Hy, = Hy, = Hy, = liegt — und das ist in der Tat so, wenn 
eines der Integrale ®, ¥ mit H identisch ist —, so hat man in den 
Bahnkurven eine auf § iiberall regulire Kurvenschar, d. h. eine Umgebung 
jedes Punktes von % 1a8t sich eineindeutig und stetig so auf eine Um- 
gebung eines Punktes der Ebene abbilden, da8 die Bahnkurven in parallele 
Grade iibergehen. 

Liegt ganz im Gebiete G, so muB sie als iiberall regulire Flache 
geschlossen sein. Projiziert man auf die g,-g,-Ebene, so hat man dort 
eine einparametrige Schar von Extremalen des Jacobischen Prinzips mit 
derselben Energiekonstanten, d. h. ein Feld. Das Feldintegral S, die 
Lésung von (4), ist gegeben durch dS =p,dg,+p,dqg,. Hier sind 
P,, P, endlichvieldeutig, da die regulire geschlossene Flache % nur mit 
endlich vielen Blattern iiber der g,-q,-Ebene liegen kann. Also ist S 
eine periodische Lésung, wie sie in § 6 behandelt wurde. Eine topologi- 
sche Uberlegung (vgl. Anhang) zeigt genauer, daB die Fliche % eine ein- 
seitige oder zweiseitige Ringfliche ist und sich daher die Perioden der 
Funktion § aus einer oder zweien ganzzahlig linear zusammensetzen. Diese 
hatte man, sofern sie unabhangig sind, Vielfachen von h gleichzusetzen. 

Erstreckt sich dic Flaiche % aus dem Gebiete G heraus, so kann 
durch eine endliche Anzahl regulirer Kurven ein ganz im Endlichen ge- 
legenes Stiick von % begrenzt werden, das den in @ enthaltenen Teil von 
®& enthalt. Aus gewissen Voraussetzungen iiber die ganz in G enthaltenen 
Bahnkurven auf % (sie sind im Anhang genau susgesprochen und besagen 
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in ungenauer Ausdrucksweise, daB die in G verlaufenden und die © ver- 
lassenden Bahnkurven reinlich zu trennen sind) folgt, daB auf % immer 
eine geschlossene Bahnkurve liegt. In der Umgebung U eines Punktes 
des Phasenraumes, durch den eine solche geht, sollen als Koordinaten 
eingefiihrt werden: ®, Y, und zwei weitere z und y, analytische Funk- 
tionen der g, p, von denen y ebenso wie ® und Y lings jedes Bahn- 
kurvenstiickes in U1 konstant ist. Die Bahnkurve =a, P=b, y=0 
sei geschlossen. Verfolgt man sie, bis sie wieder in Ul eintritt, so ist auf 
ihr wieder O=a, P=b, y=0. Verfolgt man eine andere Bahnkurve, 
so miissen zwar ® und ¥, als im gesamten Phasenraume eindeutig, beim 
k-ten Wiedereintritt in U1 dieselben Werte haben, dagegen wird im allge- 
meinen y einen anderen Wert y, annehmen. Die Differenz y,—y ist 
eine regulare Funktion der Argumente ®, Y, y, und ihre Nullstellen geben 
die periodischen Lésungen, die geschlossenen Bahnkurven. 

Unter den analytischen Flachen y, —y=—0 im Raume der @, VP, y 
hat mindestens eine einen reellen Mantel, auf dem ® und ¥ voneinander 
unabhangig sind. Denn sonst bestainde die Gesamtheit der reellen Werte 
®, ¥, fir die in U y, — y=0 ist, aus abzahlbar unendlich vielen Punk- 
ten und analytischen Kurvenstiicken. Da man ganz § mit endlich vielen 
Gebieten U1 bedecken kann, wiirde dasselbe von der Gesamtheit der Werte 
®, ¥ gelten, fiir die es itiberhaupt geschlossene Bahnen in einer gewissen 
Umgebung von § gibt. Diese Gesamtheit hitte also das MaS Null, 
wahrend es doch fiir jedes Wertepaar in der Umgebung von =a, P = b 
geschlossene Bahnen geben muBte. Es kann also ein Teil einer Flache 
y, — y= 0 dargestellt werden durch 


y= Y(9, P), 


wo die Funktion Y in einem gewissen Bereiche regular ist. Man darf 
annehmen, da8 fiir y> Y auch y, > Y ist; denn sonst wiirde y,, das 
Gewiinschte leisten. Da y,—y eine nicht identisch verschwindende 
regulare Funktion ist, die fiir y= Y Null wird, gibt es ein Gebiet 


O0<y—Y¥Se, |G-al<e, |W—bi<e, z=0, 


in dem etwa y,—y<0 ist. (Sollte statt dessen y,—y> 0 sein, 80 
ist bei der folgenden Betrachtung nur ¢ durch —¢ zu ersetzen.) Man 
verfolge die Bahnkurven von den Punkten dieses Gebietes bis zum k-ten 
Wiedereintritt in Ul und zwar bis zum Schnitte mit z = 0. 

Geht man von jedem Punkte der genannten Kurvenstiicke zu dem, 
den er innerhalb der Zeit 7'(> 0) erreicht, so erhalt man eine Teilmenge 
von geringerem Inhalt. Denn die beschriebene Menge enthilt mit jedem 
Punkte auch den Teil der Bahnkurve durch ihn, die er fiir positive Zeiten 
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durchlauft, und in der zweiten Menge sind die Punkte x = 6, y= Y +e—6 
mit geniigend kleinem 5 > 0 nicht enthalten. Dies Ergebnis steht aber 
im Widerspruche mit der Tatsache, daB der Inhalt des Phasenraumes 
eine Integralinvariante ist, und es bleibt nur iibrig, daB jede Bahnkurve 
geschlossen ist. Im ganzen ergibt sich also: 

Hat ein System von zwei Freiheitsgraden auber dem Energieintegral 
noch ein eindeutiges Integral, und gibt es fiir jedes Wertepaar, das man 
diesen Integralen beilegt, eine Bahnkurve, die ganz im Endlichen ver- 
lauft und gewisse Voraussetzungen erfillt (vgl. Anhang), so wird man 
entweder auf den Fall periodischer Felder (§6) gefiihrt, oder sdmtliche 
Bewegungen sind periodisch. 


$9. 
Anschlu8 an ein bedingt periodisches System. 


Bei einem mechanischen System, dessen Bedingungen analytisch von 
einem Parameter u abhingen, und das fiir «= 0 in ein bedingt periodi- 
sches iibergeht, sollen die eindeutigen Integrale mit Hilfe von Reihen- 
entwicklungen verfolgt werden, die sich bei Poincaré**) finden. 

Ist in dem urspriinglichen Variationsprinzip (1) 

L=1,+4L,+4°L,+... 
eine Reihe die fiir kleine u im Giiltigkeitsgebiete konvergiert, und hangen 
L,, L,,... nicht von den g, sondern nur von den g ab, so ist jedes fiir 
=O kanonische Koordinatensystem auch fiir «+0 kanonisch. (Diese 
besondere Art der Abhingigkeit von mu ist in der Praxis die wichtigste: 
von dieser Art ist z.B. das astronomische Dreikérperproblem oder ein 
System, wie ein Atommodell, auf das man ein elektrisches Feld wirken 
laBt.) Ist das System fiir 4 —0 bedingt periodisch, so fiihrt man die 
Winkelvariablen ein und hat: 
H=H,+ “H, + “*H,+..., 


werin H, nur von P,,..., P, und H,, H,, ... von den Q periodisch abhangen. 

Soll nun ein eindeutiges Integral ®(Q, P, ~), das analytisch von u 
und periodisch von den Q abhangt, zur Ausfiihrung der Quantenvorschrift 
benutzt werden, so ist zu verlangen, daB es fiir «= 0 in eines der sonst 
benutzten P,,..., P, iibergeht; es sei etwa ©(Q,P,0)—P,. Damit ® 
ein Integral ist, ist notwendig und hinreichend, daS der Poissonsche 
Klammerausdruck . 


(H, ®) = 5’ (Ho, Sp, — Hp, ®o,) 


Se See k=1 
™) a, a. 0. ) Chap. V. 
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iiberall verschwindet. Man entwickelt H und @ in Reihen, die nach Po- 
tenzen von « und trigonometrischen Funktionen der Q fortschreiten, und 
deren Koeffizienten in dem gemeinsamen Regularitatagebiet von H und ® 
regulare Funktionen der P sein miissen: 


H=H,+ 4H, + “°H, +... 


+@ + Pate 
H — > » An gent ahs -. +m, Q,) 
— eee a) m, 


“_4=-o nm, -s 
= SAL Lim (y= 1,2,...) 
(m) 
(10) © = @,+ u®,+ u*®,+... 
>, = P,, &, — Saf, (m) (ry =1,2,...). 
(im) 


Es handelt sich darum, aus der Bedingung 


(H, ®) =(H,, %) + u{(Hy, ®,) + (Ay, %)} 
+ w*{(H,, ,) + (H,, 9,) + (Hy, %)} +---=0 
die Abhiangigkeit der gesuchten Koeffizienten G@ von den bekannten A zu 
erhalten. Von selbst ist 
(H,, ®) =(H,,P,)=9. 
Die Glieder erster Ordnung in mu geben 


(H,, ®,) + (H,, ®,) = 22 Vv-1 S{- Sm8,- 6% + m, Aim Cm 
k=1 


(m) 


oder, da alle Koeffizienten der trigonometrischen Reihe Null sein miissen: 


ee - >) m.N, =m, 4. 
k=1 
Man sieht: in dem Gebiete der P, in dem H und @ regular sind, mu8 


m,A( tiberall da verschwinden, wo Ps m,%, verschwindet. Ist diese 


Bedingung nicht erfiillt, so kénnen ra Wertsysteme der P, fiir die 
=m,N, = 0 ist, nicht zum Regularitatsgebiete des Integrals ® gehéren. 
Kann man beweisen, wie es Poincaré beim Dreikérperproblem getan hat, 
daB solche Werte (fiir die verschiedenen Indexsysteme (m)) iiberall dicht 
liegen, so weiB man, da8 es ein Integral ® nicht gibt. Jedenfalls sind 
die Koeffizienten G eindeutig bestimmt bis auf die, bei denen nur die- 
jenigen Indizes m,,,,..., m,, von Null verschieden sind, die zu den iden- 
tisch verschwindenden mittleren Bewegungen T,,,,..., Mt, gehdren; denn 
wie vorher ist angenommen, da8 zwischen %,, ..., RN, keine lineare Glei- 
chung (9) identisch besteht. ; 
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Die Glieder zweiter Ordnung in yu liefern: 


22 V—1 > Dd) mM GE Sw 


(m) k=1 


(a) 
+ 22V— SSE TP, mC 2) m2 Fn Sm) — 2) me Aim » Siam) ° = Com} 


(m) 


~ 22V— Tm AB — 0, 


a, Sins .—m4Z- y { 2A mi Ge — Simi ay So 
(m’)+(m")=(m) ~k=1 
Die unendlichen Summen durften dabei gliedweise multipliziert und um- 
geordnet werden, da sie als Fouriersche Reihen regulirer Funktionen 
absolut konvergieren. 

Man sieht schon an diesen Formeln fiir die Koeffizienten G@ und G™, 
was allgemein eintritt. (Die allgemeinen Formeln sollen nicht aufgeschrie- 
ben werden, da sie doch keine tiefere Einsicht vermitteln.) Aus der 
Formel fiir Gi, folgt, daB die rechte Seite, ein Ausdruck, der den ord 
zienten A(”, und die unendlich vielen Koeffizienten A,,..., AS” mi 


(m’) 


beliebigen m’ enthalt, im Regularitatsgebiete iiberall da in. Mg 
muB, wo fe m,%, verschwindet. Wei8 man aber selbst, daB dies zutrifft 


(man weid es, wenn die Verhiltnisse der mittleren Bewegungen %,, ..., Ni, 
konstant sind und keine Gleichung (9) zwischen iknen gilt), so ist damit 
fiir die Existenz eines Integrales ® noch wenig gewonnen; denn die Kon- 
vergenz der Potenzreihe in «~ mit den so verwickelt gebauten Koeffi- 
zienten miiBte erst bewiesen werden. 

Immerhin laBt sich das Folgende aussagen. Die Koeffizienten G(%, 
werden eindeutig bestimmt, bis auf die, bei welchen m, =...=—m, = 
ist. Hat man also ein Integral ®, so kann man diese Koeffizienten um 
so kleine Betrige andern, daB die Konvergenz der Reihe erhalten bleibt, 
und erhalt so ein anderes Integral, das auch fiir «4 = 0 in ein P iibergeht. 

Diese Unbestimmtheit kann durch Anwendung der Adiabatenhypothese 
von P. Ehrenfest**) behoben werden. Sie lautet bekanntlich: 

Quantentheoretisch erlaubte Zustdnde gehen bei adiabatischer Beein- 
flussung in quantentheoretische erlaubte Zustdnde tiber. 

Setzt man die Existenz der eindeutigen Integrale voraus, so kann 
man hieraus Folgerungen ziehen, ohne den Begriff ,,adiabatisch“ zu be- 
nutzen, der erst mathematisch zu fassen ware. Wird namlich » zeitlich 


) Ann. d. Phys. (4), 52 (1916). 


t 
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geandert, geht aber die Bewegung wahrend dessen gema8 den Bewegungs- 
gieichungen vor sich, so ist: 


} = >) (ub, 4+ ly! £9) = Dla S,. 


i=0 i=0 





Ist nun fiir « = 0 die Quantenvorschrift durch P, = n,h gegeben, so wird 
maa allgemein ® = n,h verlangen und ansetzen 


DS lu &, = 0. 

t=1 
Ob dies allgemein erfiillt werden kann, ist nicht sicher. Erfiillt werden 
kann aber die Forderung, dab Y = 0 ist im Mittel fiir alle Zusténde mit 
den gegebenen Werten P,,..., P,, Q,,,,---,Q,, dh. dab 


J.-J ¥4Q,...dQ,= 3 J... ¥dQ...4Q,=0 
ist. Setzt man namlich 
Y—~O—f...f dQ... dQ, 


so ist die Differenz ®— ¥ von den einzigen zeitlich verinderlichen GréBen 
Q,,---» Q, unabhingig; ¥Y ist ebenfalls ein Integral, wenn man yp fest- 
halt. Bei veranderlichum » dagegen ist offenbar die obige Forderung er- 
fillt. Stellt man die Reihenentwicklung (10) fiir Y auf, so sieht man, 
daB die Koeffizienten Gi, dieselben sind wie bei ©, bis auf die mit 
m, =m, =... = m,=0, die simtlich verschwinden. Gerade diese Koeffi- 
zienten waren unbestimmt geblieben und sind nunmehr festgelegt. Da- 
durch wird die Konvergenz nicht gestért; denn ¥ ist regular, wenn es @ ist. 

Man hat demnach die folgende Quantenvorschrift: 

Man bilde die Rethe (10) und die entsprechenden mit P,,..., P, 
statt P, und setze die unbestimmten Koeffizienten gleich Null. Wenn 
diese Reihen in einem Gebiete gleichmafig konvergieren, stellen sie dort 
Integrale dar. Diese Integrale setze man gleich Vielfachen von h. 


Anhang. 
Topologische Hilfssitze. 
Der eine topologische Hilfssatz aus § 8 hieB: 
Hine geschlossene Flache, auf der eine iiberall reguldre Kurvenschar 
liegt, ist eine ein- oder zweiseitige Ringflache. 
Man lege auf der Flache eine Anzahl g von Kurvenstiicken, die 
»,Querstiicke“, die nirgends eine Scharkurve beriihren, derart da8 jedes 
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Stiick einer Scharkurve, dessen Lange eine gegebene Schranke iiber- 
schreitet, mindestens ein Querstiick trifft. (Die genauere Beschreibung 
dieser Konstruktion wiirde zu weit fiihren und bietet keine Schwierigkeiten.) 
Zwei auf einer Scharkurve aufeinander folgende Schnitte mit Querstiicken 
sollen verschiedenen Querstiicken angehéren; und legt man die Scharkurve 
durch einen Endpunkt eines Querstiicks, so sollen die beiderseits benach- 
barten Schnitte mit Querstiicken nicht an den Enden liegen. Man ziehe 
von jedem Ende eines Querstiicks die Scharkurve nach beiden Seiten bis 
zum niachsten Schnitte mit einem Querstiick und wende auf die durch diese 
Scharkurvenstiicke und die Querstiicke bewirkte Einteilung die Eulersche 
Polyederforme] an. Ecken sind die 2g Endpunkte der Querstiicke und 
die 4g Endpunkte der von dort ausgehenden Scharkurvenstiicke. Kanten 
sind zunachst die q Querstiicke. Durch jeden Endpunkt der 4q Schar- 
kurvenstiicke wird ein Querstiick geteilt, die Kantenzahl um 1 vermehrt. 
Dazu kommen noch die 4 g Scharkurvenstiicke selbst; das macht 9q Kanten. 
An jedem Querstiick liegen zunichst zwei Flaichen (2q). Durch jedes 
Scharkurvenstiick wird die Zahl um eins vermehrt; das macht 6g. So ist 
aber jede Flaiche doppelt gezahit: es bleiben 3g. Die Eulersche Formel 


ergibt: 
6q—9q+3q=0, 
d. h. die Flache ist eine ein- oder zweiseitige Ringflache. 


Der zweite Hilfssatz behauptef die Existenz einer geschlossenen Schar- 
kurve in einer iiberall regularen Kurvenschar auf einer reguliren beran- 
deten Flaiche. Vorausgesetzt wird dabei die Existenz einer Scharkurve 
oder einer Menge von Scharkurven €, deren Entfernung vom Rande immer 
iiber einer positiven Schranke bleibt und die die folgenden Eigenschaften 
hat. Nennt man die Punkte P errgichbar, die mit einem Randpunkte 
durch eine Kurve verbunden werden kénnen, die auBer etwa P keinen 
Punkt oder Haufungspunkt von € enthilt, so soll sich um jeden inneren 
Punkt Q der Flache eine Umgebung U (das topologische Bild einer Kreis- 
scheibe U1’, deren Mittelpunkt Q entspricht) angeben lassen, so da8 einer 
der folgenden Fille eintritt: 


1. Kein Punkt von UW ist erreichbar. 


2. Jeder Punkt von U ist erreichbar; kein Punkt von U1 gehért zu C. 

3. Jeder Punkt von U ist erreichbar; in Ul gehéren zu € nur die 
Punkte des Scharkurvenstiickes durch Q, das einem Durchmesser 
von Ul’ entspricht. 

4. Das Scharkurvenstiick durch Q, Bild eines Durchmessers von 1’, 


teilt 11 in zwei Teile, deren einer erreichbar, deren anderer un- 
erreichbar ist. 
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Konstruiert man noch zu jedem Randpunkte R eine ,,Halbumgebung“, 
d. h. das topologische Bild eines Halbkreises, dessen Mittelpunkt R, dessen 
begrenzender Durchmesser einem Stiick der Randkurve entspricht und 
deren simtliche Punkte erreichbar sind (das geht, nach der ersten Voraus- 
setzung), so laBt sich die Flache mit endlich vielen dieser Umgebungen 
B,,..., B, bedecken. Gibt es unerreichbare Punkte, so sei Y ein Grenz- 
punkt, d.h. gemeinsamer Haufungspunkt erreichbarer und unerreichbarer 
Punkte.. Man sieht leicht, daB jeder Punkt der Scharkurve durch Y auch 
Grenzpunkt ist. Eine der Umgebungen &,,..., 8, entvilt Y; sie ist 
vom Typus 4 und heiBe %’. Der Austrittspunkt der Scharkurve durch Y 
ist in einer weiteren Umgebung &” enthalten, die wieder vom Typus 4 
ist. Fahrt man so fort, so erhalt man eine endliche Anzahl von Um- 
gebungen & vom Typus 4 derart, daB sich die in ihnen liegenden Grenz- 
kurvenstiicke iiberdecken, so daB kein Ende unbedeckt bleibt: man hat 
eine geschlossene Kurve, die der Schar angehért. 

Sind alle Punkte erreichbar, so nimmt man einen Punkt von €. Die 
ihn enthaltende Umgebung &% ist vom Typus 3. Durch Anwendung des- 
selben Verfahrens auf die Gebiete 8 vom Typus 3 erhilt man wieder eine 
geschlossene Scharkurve. 


(Eingegangen am 22. 7. 1921.) 














Uber die Singularitiiten algebraischer Gebilde. 
(Zweite Abhandlung.) 
Von 


Werner Schmeidler in Breslau. 


Einleitung. 


Als Fortsetzung meiner gleichbetitelten Arbeit (Mathematische Annalen 
81, S. 223—234)*) verfolgen die nachfolgenden Zeilen insbesondere den 
Fall der ebenen Kurven und im Anschlu8 daran den der eingliedrigen 
Moduln mit endlicher Singularitdtengruppe weiter. Das Hauptresultat 
fiir Kurven ist der Satz, daB die von M. Noether studierten Vielfachheits- 
anzahlen, die fiir den gegebenen singuléren Punkt vermége quadratischer 
Cremonatransformationen definiert werden*) und fiir viele Eigenschaften 
der Kurven (Reduktion des Geschlechtes durch eine Singularitét, Be- 
stimmung der Schnittpunktsmultiplizitat zweier Kurven usw.) von Wichtig- 
keit sind, auch durch die Restgruppe der Kurve bestimmt sind und dem- 
gemaB (Satz I) bei umkehrbar ganzen rationalen Transformationen erhalten 
bleiben. Dieses Resultat erlautert die Bedeutung des Begriffes der Rest- 
gruppe, die ja fiir ganz allgemeine Moduln definiert ist, indem es zeigt, 
was im Spezialfalle darin enthalten ist. Uberdies zeigt sich, daB die 
Restgruppe sogar eine tiefere Charakteristik der Singularitéten liefert als 
die Noetherschen Zahlen, da man Beispiele angeben kann, bei denen die 
Noetherschen Zahlen iibereinstimmen, die Singularitétengruppen aber nicht, 
noch weniger also (Satz III) die Restgruppen. 

Aber noch in einer andern Hinsicht werden die Untersuchungen fiir 
ebene Kurven verschirft: Der Auflésung des singuliéren Punktes in eine 
Reihe von ,,benachbarten‘‘ Punkten, deren Vielfachheiten die ,,Zusammen- 
setzung“ des singularen Punktes definieren, tritt hier eine Auflésung des 


*) Wir zitieren die Saétze dieser Arbeit einfach mit den dortigen Nummern. 
*) Vgl. z. B. Math. Ann. 9, S. 166—182; 28, S. 311—380. 
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zugehérigen Bestandteils der Singularitdtengruppe in eine Kette von zu- 
geordneten Singularitaétengruppen an die Seite, deren jede die Vielfachheit 
des zugehérigen benachbarten Punktes liefert. 

Im zweiten Abschnitt werden diese Resultate auf den Fall eines Ls- 
liebigen eingliedrigen Moduls mit endlicher Singularitatengruppe, also z. B. 
einer Fliche mit endlich vielen singularen Punkten, verallgemeinert. Wei- 
tere Verallgemeinerungen seien f‘ir eine spitere Gelegenheit vorbehalter 

Eine prinzipielle Bemerkung zum Schlu8: Die Theorie der Rest- 
gruppen, wie sie hier entwickelt wird, bedeutet, wie z. B. Satz I zeigt, 
eine Bevorzugung der ganzen vor den allgemeinen rationalen Funktionen; 
sie gehért in eine affin-rationale Geometrie, und im engsten Zusamwmen- 
hange damit steht die Bevorzugung der unhomogenen Schreibweise. Es 
liegt nahe, zu fragen, ob nicht auch hier wie sonst meistens in der 
Geometrie die projektive Auffassung und damit im Zusammenhang die 
homogene Schreibweise weiter fiihren wiirde. Diese Frage ist aber zu ver- 
neinen. Beschranken wir uns namlich auf solche Moduln, die keine 
linearen Formen enthalten, d.h. auf solche Gebilde, die nicht in einem 
linearen Unterraum von weniger Dimensionen liegen, so ergibt sich aus 
Satz I unschwer folgendes: Zwei homogene Moduln derselben Variablen- 
zahl haben dann und nur dann isomorphe Restgruppen, wenn sie linear 
verwandt sind. Dieses Resultat ist gewiB nicht uninteressant, insofern es 
zeigt, daB auch die gewdhnliche projektive Geometrie in das Studium der 
Restgruppen eingeordnet werden kann. Wir kommen aber so zu keiner 
rationalen Geometrie, und darin liegt eine Rechtfertigung fiir die Beibehal- 
tung des Unhomogenen. 


I. Abschnitt. 
Ebene Kurven. 


§ 1. 
Die Auflésung zweier Singularitaten mit isomorpher Singularitatengruppe. 
Es seien F(z, y)=0 und G(z,t)=0 zwei irreduzible oder wenig- 
stens von mehrfachen Bestandteilen freie Kurven, deren Singularitaten- 
gruppen isomorph sind. Nach Satz I bestehen dann Relationen der Form: 


(1) F(h,k)—= AG + BS + 0%, Gp, g)—Ar+ Bey rs 


dy’ 
(2) 37 @,k)— 4'G+B 40'S, Sy g)— art Bey T'S, 
(8) SF ,b)— "G+ B'S 40°, “Epg)— AP +B’ Ey ree, 
h,k)= h(f.g)= 
(4) f (h, k) py, (6.9) = gp) 


g(h,k)=t k(f,g)=y 
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. gla oF oF f aG ae P 
Hierbei ist It = (F, re se)» R= (G, 3s? a) und f,g sind Polynome 
in z, y und h, k Polynome in z, t, die wir ohne Beschrankung der All- 
gemeinheit in der Gestalt 


f=x+(2), h=2+(2), 


annehmen kénnen. Es ist ferner keine Besonderheit, wenn wir annehmen, 
daB die Nullpunkte der (x, y)-Ebene mit der (z,¢t)-Ebene einander zu- 
geordnete Singularitaéten sind, die dann beide die gemeinsame Vielfach- 
heit (vgl. Satz V) r > 2 haben mégen. Wir denken uns die Achsen in beiden 
Ebenen so gelegt, daB weder auf x= 0 noch auf z=0 ein vom Null- 
punkt verschiedener singuldrer Punkt von F bzw. G liegt. AuBSerdem 
sei weder zx = 0 noch z= 0 Tangente im Nullpunkte. 

Die Auflésung der Singularitét «—y-—=0 nach Noether geschieht 
dann in der Weise, daB man die Substitution 


(5) 


. t= 2, 
(6) 
y=(e+y,)2, 

auf F(x, y) ausiibt und eine Bildkurve F,(z,, y,)= 0 erhilt, so daB 
(7) F(z,,(¢+ y,)%,)= 2 F,(x,,4,) 
wird. Dies liefert weiterhin 

aF yg zs ~10F, 
(8) ay (tr (C+ Y,)%) =r ey ‘P+ a5! —(e+y,)z{ “oe 


oF -1 6F, 
jy (ti (C+ M4) 2) = i" 


(9) 

Die Konstante c ist dabei an sich willkiirlich, von Interesse ist in- 
dessen nur der Fall, daB y—cz ein Linearfaktor der Unterform von F 
ist. Handelt es sich um einen einfachen Linearfaktor, so ist der Punkt 
x,=y,= 0 ein regulirer Punkt der Kurve F,= 0, die auf diesen Linear- 
faktor beziigliche Auflésung der Singularitét ist schon mit dem ersten 
Schritt vollendet. Im allgemeinen wird z,—y,=0 fiir F,—0 eine 
Singularitaét einer gewissen Vielfachheit r,<r sein, die ihrerseits wieder 
zu neuen Bildkurven AnlaB gibt, und so fort. 

Der wesentliche Gedanke ist nun, daB wir neben den sukzessiven 
Vielfachheiten r,,1r,,... sogleich auch die Singularitdtengruppen der Bild- 
kurven F,=0, F,=0,... in Betracht ziehen. Auf diese Weise erhalten wir 
eine (iibrigens endliche ) Kette von Singularitatengruppen, die der Auflésung 
der Singularitatt zs —y=—0 von F =O zugeordnet ist. Bevorzugt man 
auf der ersten oder irgendeiner spiteren Stufe einen anderen Linearfaktor 
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der betreffenden Unterform, so entsteht eine andere Kette; im ganzen 
erhalt man auf diese Weise nur endlich viele wesentlich verschiedene 
Ketten von je endlich vielen ,,abgeleiteten“ Singularitétengruppen. 

Ganz analog verfahren wir jetzt in der (2,¢)-Ebene mit G=0. 
Wie verhalten sich die beiden Mengen von abgeleiteten Singularitaten- 
gruppen zueinander, die wir so erhalten? Wir werden sehen, da8 wir 
unter etwas schirferen Voraussetzungen als den bisher genannten nach- 
weisen kénnen, daf sie aus beziehungsweise isomorphen Gruppen bestehen. 
In erster Linie werden wir demnach die Isomorphie der Restgruppen von 
m,—(F,, 32, oe) und R, = (@,, a, an) nachzuweisen haben, wo- 
bei F, und G, zwei Bildkurven erster Stufe bedeuten, die aus zwei ein- 
ander entsprechenden Linearfaktoren (vgl. Satz V, Folgerung) der Unter- 
formen F’ und G” von F und @ in der obigen Weise hervorgegangen 
sind. Wir nehmen dabei zunichst an, da8 die Exponenten der beiden 
Linearfaktoren >1 seien; dann gehen sie bei unseren Annahmen vermége 
der Substitution z =z, y=t ineinander iiber. Den Fall einfacher Fak- 
toren werden wir spiter behandeln. 

Den Nachweis der Isomorphie fiihren wir wiederum mit Hilfe von 
Satz I; die erste Aufgabe ist daher die Herstellung von Ubergangspoly- 
nomen /,(z,,¥,), 9:(%,, 1), 4,(2,,4,), %,(z,,¢,). Zur Vereinfachung der 
Formeln nehmen wir in (6) bis (9) die Konstante c= 0, worin keine 
Beschrankung der Allgemeinheit liegt. Die zu (6) entsprechende Sub- 
stitution lautet dann 
(10) z2=42,, t= 2,t,. 

Wir definieren nun 
Q1) Alt > w= and=—aAFlt%), 9(%, 1%) = 219(%,,%,), 
(12) h, (2,, t,) =A(z,,2%,4,) = 2, h(z,, t.), (2, 2, t,) = 2,k(z,,¢,), 
und suchen ein Polynom g,(z,, y,), das der Kongruenz 
(13) g=9,f (2M) 
geniigt; dabei bedeutet x einen noch festzulegenden Exponenten. Diese 
Kongruenz ist lésbar fiir jedes x; denn wegen (5) ist f=1-+2,/' und 
daher fiir jede Nullstelle von / der Wert von z,+0. Hiitte also f eine 
Nullstelle mit z{M, gemeinsam, so wire dies auch eine Nullstelle von 
M,. Dann wire wegen (7), (8), (9) umd wegen (1), (2), (3) und (11) 


G(0,g)=0, or (9) = 0, 2 (0,9) =0, 


wobei g = 9(z,,2,y,) fiir das betrefiende Wertsystem (z,, y,) zu be- 
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rechnen ist. Aus unserer Annahme, da8 der Nullpunkt die einzige Sin- 
gularitét von G auf z= 0 ist, folgt dann g= 0; dies steht aber mit (4) 
im Widerspruch, weil h(0,0)=0 und andererseits z= 2z,+ 0 ist. Aus 
diesen Griinden ist (x M,, /) der Einheitsmodul, und daher ist die Kon- 
gruenz (13) lésbar. 

Genau entsprechend bestimmen wir k,(z,,¢,) mit Hilfe der Kon- 
gruenz 


(14) ke=kh  (2f®,). 


Fiir die 80 bestimmten Polynome f,, 9,, h,, k, behaupten wir nun, 
wenn x >1r —1 gewdahlt wird, zundchst die Relationen: 


(15) F8(h,,&) =O ce (fet) 0 
(16) 2,F,(h,,k,) =07(R), 2,4,(f,9,) —0 ¢ (M,). 
(17) aB SZ*(h,,) =0 23S (f,,9,) =0 


Zum Beweise von (15) fiihren wir in (3) die Substitution (10) aus. 
Wir finden wegen (12) und (14) 
F os ” 
Gy (ae tyke + 23 N,)=A,G(z,,2,t, )+ Be o (2,4, t +e “ot Gast t), 


wobei der Index « bedeutet, daB die Substitution einzusetzen ist, und 
N,=0 (®,) ist. Nach (7), (8), (9) ergibt sich 


nyt oe (h,, k,) = (4g 2, + Be)?" G, + Bra’ 2% 


«2 1 és, 
n> 7-1 OG, 
+ [(C, —t, By] at ‘ ét, 


und daraus w (12) nach Division mit z{~* und Multiplikation mit © 
. —e 1 P 


(2; ®,) 


h’-*, wo hh=1(2"M,) ist, (die Existenz von h folgt, weil analog wie 
oben (27 M,, f/) auch (2;N,, h) der Einheitsmodul ist) 
(18) Fat (has hy) = (40%, +rBe) biG, +2, Boh 


2 r+ ), 
+ (0; — t, By) W* Ss sare$' 
also die Behauptung (15). Ganz analog finden wir 


) 2, F,(h,, k,) =(4g2, +17 By)A'G, +2, Bh! ie 
(19 


= hla ®,), 
+ (Co— 1, By) hE 


20* 





(20) 
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also die Behauptung (16). Endlich ergibt sich 
h’ oF, 


1 OE! (hy by) = — ht F, (ib, b) + yay (hy, &) sig 
z®,), 
+ (Ayz, +*Bs) 9 ‘Gg, + 2B +(C, — +, Bi) a! 100, 17 


also 
a} Se (hys by) =[(Agei tre, By) +(k, 22 Ag + kyr2, By) —(r4g2, + 17° Bh) RG, 


+ [2] B, + k,2} By—r2,Byh}h’ oo (er-"**q) 
+1(4,04—2,4, By) + (k, 2,04 kt, 2, By) —(r0,—rt, By] ht 


und damit die Behauptung (17). — Analoge Gleichungen ergeben sich 
fir G,(h,, k,) usw 


Ehe wir nun zu der fiir den Isomorphiebeweis notwendigen Ver- 
scharfung dieser Relationen iibergehen, beweisen wir fiir x >r—1 und 
x =>2 die zu (4) analogen Beziehungen: 

(21) f, (Ay, &) = 2, hy (f,.9%) == 


N, ), *  (M,). 
(22) 9, (h,,k,)=4, kf, w=" 


Offenbar ist namlich nach (4), (7) bis (9), (12) und (14) 
f(h,, h, k,) = 2, (27-* %), 
also gilt nach (11) die Behauptung (21), sogar mod (z;~*®,). Ferner ist 
one g(h,, h, k,) =2,t, (27? ®,), 
h,g(h,, k,) =2,t, (27 * ®,), 
hg(h,, k,) =t,(2; °®,). 
Nun ist nach (13) und (15), (16), (17) 
deer gilt 9(h,, k,) =9,(h,, k,)F(h,, &,) (27°), 


(23) 9, (h,, k,)-F(h,, kh =t, (®,). 


Andererseits ist wegen (11) und der mod (z{~* ®,) giiltigen Kongruenz (21) 
f(y» Hey) = hy Fy» hy) = 2, (27° *R), 
h f(h,, k,) 1(R 1) 


Daher folgt aus (23) die Behauptung (22). — Ein Uberblick iiber diese 
letzten Betrachtungen zeigt, daB durch geniigend groBe Wahl von x 


also 
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(x >r-+4) die Koeffizienten von a a , a in (21), (22) einen 


beliebig groBen Untergrad » erhalten kénnen, wenn nur in (4) die ent- 


sprechenden Koeffizienten von &, ee . ” Polynome vom Untergrad 
> p» sind. 
§ 2. 
Beweis der Isomorphie der abgeleiteten Singularitaétengruppen fiir zwei 
Kurven mit isomorpher Restgruppe. 

Wir kommen nun zu der Verschirfung der Relationen (16) und (17), 
die fiir den Isomorphiebeweis notwendig ist. Wir erreichen diese, indem 
wir jetzt auBer den Voraussetzungen (1), (2), (3), die nur besagen, 
daB die Singularitdtengruppen von F und G isomorph sind, noch gewisse 
Annahmen iiber die Koeffizientenpolynome in (1) und (4) einfiihren, dic 
z. B. erfiillt sind, wenn die Restgruppen von F und @ isomorph sind. 

Zu diesem Ende sei eine ganze Zahl «4 >2 so gewahit, daB, fiir 
welchen Linearfaktor der Unterform von F, F,,... auch die Auflésung 
durchgefiihrt werde, nach spitestens « — 1 Schritten ein regulaérer Punkt 
der betreffenden Bildkurve erreicht, die Auflésung also vollendet ist, und 
daB Gleiches fiir G gilt. Eine solche Zahl u gibt es wegen der Endlichkeit 
des Auflésungsprozesses; wir behalten uns aber ihre VergréBerung noch 
vor. Wir wihlen ferner stets x >r-+-u. Dann soll unsere Annahme 
jetzt die sein, daB die Polynome B, C, B und [ in (1) und die ent- 
sprechenden Polynome in (4) sdémtlich vom Untergrad > u seien*). Wir 
werden dann fiir die konstanten Glieder a,, b,, b, » Cg, Cy von A, B’,B’, 
Cc’, CO” beweisen, daB a,b, = c”%, b, =c, = 0 ist, und daB analoge 
Gleichungen fiir die Konstanten von A, RF gt os gelten. Ist dies 
geschehen, so zeigt die Gleichung (19), da® der Faktor z, rechts und links 
fortgelassen werden kann, so da8 sich 


FP, (h,, k,) =0(®,), G, (fi 9.) =0(M,) 


ergibt. Ebenso ersieht man aus (20) wegen «> 2, daB der Faktor z? 
rechts und links fortfallen kann, so daB auch 


éF, = G, eee 5 
jar (hase) =0(%), (Fg) =O(M,) 
wird. Damit ist aber die Isomorphie der Restgruppen von WM, und MN, 
unter unsern Annahmen bewiesen. 
Unsere Annahmen sind offenbar fiir jedes u erfiillt fiir den Fall, 
daf die Restgrwppen von F und G isomorph sind. 


*) Es J48t sich unter den friiheren Voraussetzungen beweisen, daB B und B vom 
Untergrad >1 sind. Dies geniigt bereits zur Verschirfung von (16). 
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Zum Beweise der obigen Relationen differentiieren wir (1) und 
finden mod G@ bis auf Glieder (u — ieee und héherer Dimension 


ve k) 





(= Ak? 


he k| ZC 





~Ak,°S 
g (% (#—1)). 


Se (hy k) | Fl = an2o + ano 





Aus den cities (4) findet man ferner durch Differentation fiir die 
Determinante | - > | mod (R, (4 — 1)) eine Reziproke R mit der Konstanten 1; 
daher gelten die Kongruenzen 


oF(hk)= ARES — ARhy+ oF (hk) N 
oF 4 oF (G, (u — 1)), 
dy O's k) —ARk,— o 4 ARK,” —— + oy (Ab) 

wobei N= 0(®) ist. Ist nun y» hinreichend groB, so sind die Glieder 
(#—1)-ter und héherer Dimension = LQ(®), wobei (MR, Q) der zum 
Nullpunkt gehérende Primirteiler von QM und der Untergrad von L so 
gro8 ist, daB L selbst mm (M,Q) gehdrt. Aus (2), (3) folgt dann 
LQ=0 (®), und da Q in den vom Nullpunkte verschiedenen Singu- 
laritaten von G nicht verschwindet, so mu LZ zu den betreffenden Primar- 
teilern gehéren; also gehért L zu ®. Beachtet man noch, daB Q vom 
Untergrad > 1 ist, und schreibt die obigen Kongruenzen in der Form (2), 
(3), so zeigt sich, daB bj —c”=a,, b, =ci = wird, also die Behaup- 
tung gilt. 

Wir kénnen nun aber auch leicht zeigen, daf bei gentigend grofen u 
analoge Bedingungen wie fiir F und G, so auch fiir F, und G, gelten. 
Zuniachst liefern (18), (19), (20) ane. der Form 

F, (h,, k,) = 4, G@, + B, 5 +0 


1 9 
(24) 71 (h,, k,) = 416, +536 +0; 5%, 
gt (Os By) = ALG, + BY Se + OF Se. 

Die Polynome B,, C, (und analog die entsprechenden B, , [,) sind nach 
(19) gewiB vom Untergrad > 4 —1. Wahlen wir nun yw von vornherein 
so groB, daB bei einer bestimmten Kette von abgeleiteten Singularitéten- 
gruppen die Zahl « — 1 dieselbe Rolle fiir F, und G, spielt wie wu fiir F 
und G, so sieht man mit Hilfe der SchluBbemerkung von § 1, daB die 
beiden Bildkurven F, und G, wieder genau ebenso behandelt werden 
kénnen wie F und G selbst und so fort, wodurch wir auf eine ganze Kette 
von paarweise isomorphen abgeleiteten Singularitétengruppen kommen. 
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Die Zahl « mu8 dabei eventuell bei jedem Schritt von neuem erhdht 
werden; wegen der Endlichkeit gibt es aber ein «, das fiir die ganze 
Kette ausreicht. 


§ 3. 


Das Verhalten der iibrigen Singularitéten der Kurve bei der Auflésung. 
Der Hauptsatz. 


Wir betrachten einen beliebigen vom Punkte x = y = 0 verschiedenen 
singularen Punkt P der Kurve F = 0; fiir diesen ist nach unserer An- 
nahme +0. Die Gleichungen (7), (8), (9) zeigen dann, daB der ent- 
sprechende Punkt P, von F, ebenfalls singular ist. Dem Punkte P 


oF oF 
Oa” dy? P(a, y)) von M, 


wobei P(z,y) ein Polynom ist, das in den andern singuléren Punkten, 
also auch im Nullpunkte, von Null verschieden ist. Analog bilden wir 


den zu P, gehérenden Primirteiler §, = ( - ae ae P,(z,,Y, )) und 


behaupten nun die Isomorphie der Restgruppen von J und $,. Dies 
besagt alsdann, da8 bei der Auflésung des einen singularen Punktes der 
singulére Charakter der iibrigen erhalten bleibt. 

Zum Beweise haben wir die Existenz von Ubergangspolynomen von 
$ zu ¥, und umgekehrt zu zeigen. Fiir den Ubergang von zu §, 


benutzen wir die Substitution (6) und ersehen aus (7), (8), (9), daB die 


aus F, ~ = oe entstehenden Polynome zu §, gehéren. Es gibt nun be- 


kanntlich | ein Polynom Q(z, y), sodaB P+Q=1, PQ=0(M). Setzen 
wir P(x, » %Y,) = Pi, Q(2,, 2,y,) = Q,, so folgt durch Einsetzen von (6) 
P,+ Qi =1, PiQ,=0(M,); ferner ist P| 0 im Punkte P,, in den 
andern singuliren Punkten +0. Diese Bedingungen bestimmen nun aber 
die Restklasse von P{ mod M, eindeutig, und da es auch fiir P, ein Q, 
gibt, so daB P, + Q,=1, P,Q,=0(M,) ist, so muB 
(25) P, = P,(M,) 
sein, also P’ = 0(§,). 

Um nun zweitens die inversen Substitutionen zu bestimmen, bedenken 
wir, daB (¥%, x) der Einheitsmodul ist, so daB die Kongruenz 


(26) to(z,y)—1(B) 
eine Lésung besitzt. Setzen wir nun 


entspricht ein gewisser Primarteiler ~ =(F 


2, = 2, 
¥,= ye 


(27) 
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in B, ein, so wird nach (7) wegen (26) 


x’ F,(x,yo) = F(x, zyeg)=F(z,y)=0(§), 


78) P, (x, yo) = 0(). 


Ebenso folgt aus (9) 


aF,, 
(29) Gy, (90) = OB) 
und alsdann aus (8) 
(30) F(x, ye) = 0(8). 


Ferner ist nach (25), (28), (29), (30) 
P, (2, ye) = Pi (x, ye) = P(x, zye) = P(x, y) = 0(8). 


SchlieBlich sind die Substitutionen (6) und (27) invers, da ja (26) gilt 
und die daraus abgeleitete Relation z,0(z,,z,y,)=1(%,). Hiermit ist 
die Isomorphie bewiesen. 

Wir sind nun auch imstande, den oben ausgeschlossenen Fall von 
lauter einfachen linearen Faktoren der Unterformen von F und @ zu er- 
ledigen. Es ist ja klar, daB die Nullpunkte von F, und G, dann reguldre 
Punkte werden, die zur Singularitétengruppe iiberhaupt keinen Beitrag 
liefern; die Singularitétengruppen von F, und G, sind daher, wie wir jetzt 
sehen, auch in diesem Falle isomorph, und Entsprechendes gilt fiir irgend- 
eine der spateren Stufen. 


Wir sind also im ganzen zu folgendem Resultat gelangt: 


Die Auflésung eines singuldren Punktes P einer algebraischen Kurve 
F =0 mittels quadratischer Cremonatransformationen der Form (6) fihrt 
zu einer endlichen Anzahl von Bildkurven F, = 0, F,=0, ..., deren 
Singularitdtengruppen U,, U,, ... der Restgruppe von F in dem Sinne zu- 
geordnet sind, daf fiir eine Kurve G=0 mit isomorpher Restgruppe 
die entsprechenden Bildkurven G, = 0, G, = 0, ... Singularitdtengruppen 
B,, B,, ... besitzen, die zu den Gruppen U,, U,,... respektive isomorph 
sind. Dabei bleiben ferner die Bestandteile, die den anderweitigen Singu- 
laritdten von F = 0 bzw. G = entsprechen, bei allen Abbildungen iso- 
morph erhalten, so daB dem Punkte P selbst neben der zugehdrigen ein- 
fachen Untergruppe der Singularitatengruppe U von F die Kette der 
zugehdrigen einfachen Untergruppen von U,, U,, ... als Charakteristikum 
der Singularitat zugeordnet werden kann. Diese Charakterisierung der 
Singularitat ist dann invariant gegeniiber umkehrbar ganz rationalen 
Transformationen der Kurve. 

Alle Invarianten dieser Singularitatengruppen bleiben dann natiirlich 
ebenfalls bei diesen Transformationen erhalten. Insbesondere folgt (vg!. 
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Satz V), daB die Vielfachheiten r; der Nullpunkte in zwei entsprechenden 
Kurven F; und G, dieselben sein miissen. Diese Zahlen r; definieren nach 
M. Noether bekanntlich die ,,Zusammensetzung“ des singuliéren Punktes; 
es zeigt sich also, daB die obige Charakterisierung diese Zusammensetzung 
mit liefert. Zugleich zeigt sich, daB diese Zahlen gegeniiber beliebigen 
umkehrbar ganz rationalen Transformationen invariant sind. 

Wir wollen nun umgekehrt an einem Beispie! sehen, da8 die Viel- 
fachheiten iibereinstimmen kénnen, ohne daB die zugehérige Kette von 
Singularitaétengruppen eindeutig bestimmt ist, so daB diese also eine 
tiefergehende Charakteristik liefert. Zu diesem Zwecke setzen wir 
F(x, y)= y' + A(z, y), wobei H(z, y) = z*+! +... eine homogene Form 
(r+ 1)-ten Grades mit lauter verschiedenen Linearfaktoren ist. Letztere 
Bedingung hat zur Folge, daB die Kurve F = 0 von der unendlich fernen 
Geraden in nm getrennten, also reguliren Punkten getroffen wird‘). Die 
einzige Singularitét der Kurve ist dann der Nullpunkt, denn wegen 
r= fe ry t+ ist H=—1F+y5 +a und damit 
y’ = 0(M); also ist fiir eine Singularitét y—0, und damit z= 0. 

Wir setzen nun 

1 H=2tti—y't!, also F=y’+a2't!— yt, was den Be- 
dingungen geniigt. Dann ist y’-*=0, 27 =0 und alle Produkte z*y? 
(«<r—1, B<r— 2) bilden eine Basis der Singularitétengruppe, deren 
Ordnung demnach =r (r —1) ist. 

2. r=5 und H =(2* — y*) (2* — 2y") = 2° — 2zty*®— z*y*+ 2y°%, 
also F = y®+ 2*— 22*y*— z*y*+ 2y", was ebenfalls den Bedingungen 
geniigt. Wir behaupten wieder, daB alle Polynome durch die Potenz- 
produkte xz*y’ («< 4, 6B <3) nach M linear dargestellt werden kénnen. 
In der Tat sind wegen oe = 5y'- 4a‘y—4a*y* die Potenz y‘ und 
wegen =x sy =5ayt—42°y—4z*y’, y= 62°y—82*y*, also 
l5ay* — 28a2*y*=0 die Produkte zy‘ und z*y durch jene Potenz- 
produkte darstellbar; wir sehen ferner, daB z*y* ebenfalls darstellbar ist 
und z*y*=0 wird. Aus a = 62°— 82*y*?— 2zy* folgt dann die Dar- 

*) An sich ist eine Singularitét der Kurve im Unendliche: von unserm Stand- 
punkte aus belanglos. Es ist aber von Interesse, festzustellen, daB man iiberall, auch 
im Unendlichen, fiir zwei Kurven das gleiche Verhalten im Noetherschen Sinne vor- 
schreiben kann, ohne damit die Singularitétengruppen eindeutig zu bestimmen. — 
Ich méchte hier mit besonderem Danke an Herrn Geheimrat Noether bemerken, da8 
urspringlich im Text ein anderes Beispiel stand, in dem beide Kurven sich, wie mir 
Herr Noether mitteilte, durch ihr Verhalten im Unendlichen unterscheiden lieBen. 
Daraufhin habe ich das Beispiel durch das obige ersetzt. 
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stellbarkeit von 2°, aus z = =62*— 8x'y*— 2z*y* diejenige von z*. 
z*y* wird =0 und x*y wird wegen H = 0 durch x‘y’ allein darstelibar. 
Daher wird z*y*=0 und ebenso z’=- 0, so daB alle Produkte 8-ter 
Dimension verschwinden. Die Behauptung ist damit bewiesen, die Ord- 
nung also <r(r—1)—20. Sie ist aber in Wirklichkeit < 20, weil 
zwischen den 20 Potenzprodukten die Relation 5 x‘ y* + 12 x* y* =0 besteht. 
In der Tat ist 6H —z Ad =— 42'y*—42*y', also z*y*+ 2z*y*=0 
und 2 =52ty*— 42%y — 4xty*, oder 52*y*+ 42%y+42rty*?=0. 
Andererseits ist 4yH=42*y—82‘y*=0, also durch Subtraktion 
5aty*?+ 122ty*=0. 

Setzt man nun in 1. ebenfalls r=5, so erhalt man F = y®+ z*— y*, 
also eine Kurve, die ebenso wie in 2. im Nullpunkte eine gewdéhnliche 
5fache Spitze hat, so daB fiir beide Kurven schon die erste Bildkurve 
regular wird. Die Vielfachheiten stimmen daher iiberein, die Singularitaten- 
gruppen sind aber nicht isomorph. 


II. Abschnitt. 


Verallgemeinerung auf beliebige eingliedrige Moduin 
mit endlicher Singularitatengruppe. 


Wir denken uns ein Polynom in n Variablen F(z, ...2z,) gegeben, 
so daB der Modul mM—(F,2* ...°*) cine endliche Restgruppe, das 


Oz, OZ, 
Gebilde F = 0 also nur eine endliche Anzahl von singularen Stellen besitzt. 
Wir wollen den Hauptsatz auf diesen Fall verallgemeinern. Es wird ge- 
niigen, die Rechnungen fiir » = 3 durchzufiihren, da die weitere Verall- 
gemeinerung auf der Hand liegen wird. Wir fihren der Reihe nach die 
verallgemeinerten Formeln auf und erlautern sie durch Text nur da, wo 
es nétig zu sein scheint. Gegeben sind zwei Polynome F(z, y,z) und 
G(u,v, w). 
F(h, h',h”) = AG + B2E 4 028 4 pe, 
(1) 
Pd oF oF éF 

G(f.f.f )=AF+B-- + iy +4=, 
oF ’ ” , , aG 1 , aG , @G 
ae ‘ ” ’ OF . OF ,oF 
(3)" usw. 
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f(h, h’,h”) =u, A(t, ff’ )=2, 
(4)’ f'(h,h’,h')=o (MN), WALT )=y (M), 
f’ (h, h’, hh”) =w, h’ (f, f', f’) =z, 


(5)’ f'=y+(2), h’=v+(2), 

f"=2+(2), kh’ =w+(2). 

Es seien wieder die Nullpunkte zugeordnete Singularitiéten der gemein- 
samen Vielfachheit r. Es liege weder auf z= 0 noch auf u—0 ein vom 
Nullpunkte verschiedener singulirer Punkt von F bzw. G. 


| f=2+(2), h—u+(2), 


z= 2,, 
(6) y=(ce+y,)2,, 
2=(d+2,)z,, 
(7) F(z,, (¢ + y,)%,, (d+ 2,)2,)=2{F, (x,, y,,%), 


F(a, (¢ + y,)%,, (d + 2,)%,) 


(8)’ : ~ : - a 
sre Ft agg 8 (Ot) gg — et (E+ 8) 5 
oF a 
(9)’ By (fa (C+ 1) By» (d+ 24) 4) = 2 2m, 


oF r-1 OF, 
Fa (Bi (C+ Ya) ay, (d+ %)2,) = 2p" FP 


Die Konstanten c und d sind an sich willkiirlich. Da aber F—F + (r+-1) 
und 


(r) (r) 
FP, (24,9452) =F" (1,¢,4)+ “2 (1,¢,d)y, +22 (1, ed) 4-+2,(...) +2) 


ist, so ist nur der Fall von Interesse, daB neben PF’ (1, c,d)=0 auch 
ar” 


oF” (1,6, d) = 0,2F (1,6, d) =0 ist; d. b. der Punkt 1, c,d muB auf 
einem Doppelstrahl des Tangentialkegels F”’ —0 von F im Nullpunkte 
liegen. Gibt es keinen solchen, so fiihrt die Auflésung schon beim ersten 
Schritt zu einem reguliren Bildpunkte; diesen Fall schlieBen wir zunachst 
aus. Wenn wir nun die analogen Prozesse mit G vornehmen, so ist dem 
Strahl z:y:z2=1:c:d der Strahl u:v:w—1:c:d eindeutig zugeord- 
net und ist ebenfalls ein Doppelstrahl von G”. Es gelten also die Formeln 
(6)’ bis (9)’ ganz analog auch fiir G. Wir nehmen ferner ohne Be- 
schrankung der Allgemeinheit c= d= 0 an, setzen also 


u=U,, 
(10)’ v= 0,%,, 


w= W,%,, 
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f(x,, 2, %,2,) = a,f (2, Yr» 2) = fy (%y> Ya» %)5 
(11)’ f(y» HY» 2) = 2, f (2%, Yi» 2,); 
f (2,2, Hy. %%)=—2,f (2, Y,» 2); 


(12)’ 


h(u,, u,v,, u,w,) = u,h(u,, v,, w,) = h, (u,, ,, @,); 
h’ (u,, U,v,, U,w,) = u,h'(u,, v,, W,); 


h” (u,, U,v,, U,w,) = u,h” (u,, v,, W,)- 
Wir definieren ferner f,, f, durch die Kongruenzen 
' P=tF 
P=nf 
Die Lésbarkeit beider Kongruenzen fiir jedes x beweist man analog wie 
oben. Ebenso sei: 


(13) ar, oF, °F), 


(27M), My= (F,.5 by,’ Oz, 


, 


; h=hAh, 0G, 2G, @G 
(14) ce png (Mas (Gs Fs Fee Sue)” 
=", 
Dann gilt fir x <r—1 
PF, , o. OG, a 
( , Sy, (as Ais Ay) =O | Fe (fi fio fh )=0 
15) . : 
éF, a eG, a os ee 
ia aaa (®,), oa, (fis f,, f, )=0 (M,). 
(16) wu, F,(h,,h,,4,)=0 2,6,(f, ff, )=0 
, OF, , ” 0G, ee 
(17) Mi jz, (Ai Ay hy) =O wre (hs heh) =0 | 








Ausfiihrlicher geschrieben findet man: 
OF. e a, n a. =7— n> . 
i (has hy, hy) = (Ag my +r By)h’*G, + u, Boh eee 


” #, =,-1 0G ” w, =,-1 0G, “—r 
+ (C, —v,B,)h ‘Set + (De — wv, By )h ae (u, 7) 





(18)’ on oe in m. Fras m=,—~,8G 
sz (hy, Wi, Wy) = (Ag’uy +BY) RG, + u, By 2S 
” m > 7-1 0G, ” mt, >,—1 0G, “—? 
+(C, —v,B, )h "Fa + (De — w, B, )h "te (wy "** R,); 


uF (hs yy By) = (Agr +17By)hG, + 0, By’ 3 
(19)’ =,eG = 
+ (Cy — 0, Bg) i” $3! + (Dy — Be) W SE (wl 8). 


Hierbei bedeutet A, usw. das Polynom A(u,,0,u,,w,u,) usw., h eine 
Lésung von hh =1(u;®,). Ferner gilt: ~ 
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uw} 5 (h,, hy, By) = [(Agty + 7By) a, + (Agu, + 17Be) hy w, 
+ (Anu, +7Be’) hr, — (4ox, +7B.)r8] 8G, 
+ [u,By + hu, By + hu, By’ — rhB,)u,h’ 
+ [(O, — 0, By) w, + (Cx — 0, BE) Km, 
+ (Cy’ — 0,By')hy u, — (Cy — 0, By) rh) i” SS 
+ ((Dy — w,By)u, + (Dy — w, By)hy w, 
+ (De — w, Be) hu, — (Dy — By) rh)’ oS 


‘) 
(uy "** 
h, ( 
h, ( 


(20)’} 





(21) =f, (Ay, Ay, hy) = 4, h hol )=% 


f, (hy, hy, hy) =o, (R,), fs fas fh) = (D,)- 
f, (hy, hy, hy) = w, Wi (fs fas fe.) =% 


In den letzten Gleichungen (21)’ und (22)’ werden die Koeffizienten 
von oe ide ie simtlich vom Untergrad > yu, wenn x >r-+ wu ist und 


in (4)’ die entsprechenden Polynome vom Untergrad > yu sind. 

Fiir den Beweis der Isomorphie brauchen wir jetzt den Nachweis, 
da8 das Auflésungsverfahren nach einer endlichen Anzahl von Schritten 
abbricht; es wird sogar eine Zahl u geben, so daB fiir jeden der i. a. 
kontinuierlich vielen Doppelstrahlen das Auflésungsverfahren nach spatestens 
4 —1 Schritten abbricht. Diesen Nachweis verschieben wir auf spiiter. 
Hat uw fiir G dieselbe Bedeutung, so setzen wir x >r-+ yu und machen 
jetzt die Annahme, dafB B,C, D,B, 1, & sowie die entsprechenden 
Polynome in (4)' sdmtlich vom Untergrade >u>2 seien. Wir 
werden dann fiir die Konstanten a,, b, bo, bo. Co, Co Co's do, do, dy von 
A...D” die Beziehungen a,=b, = cf = dy’, bp = by = = cf” = d, =d, = 0 
beweisen, und analoge Gleichungen fiir die Konstanten von A,..., 
A”. Dann zeigt (19)’, daB rechts und links der Faktor u,, und (20), 
daB rechts und links der Faktor u? fortgelassen werden kann. Damit 
ist die Isomorphie der Singularitatengruppen von F, und G, unter un- 
seren Annahmen bewtesen. 

Diese Annahmen sind erfiillt fiir den Fall, daf die Restgruppen 
von F und G isomorph sind. 


Zum Beweise der Behauptungen iiber die Konstanten differentiieren 
wir (1) und finden bis auf Glieder («4 — 1)-ter und héherer Dimension. 


(22)’ 








oF sy” 
az (hhh ) 
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he 
h, 
he 
oF at Me 
Gy (haa h ) h, 
he 
he 
h, 
he 





h, he , wn” , ” , ” 
, ol ste io hy Too hy hy 
hy he =A ’ ” G, A , ” |G, A , ” G, 
eel eel al Te 
hy, he ” id ” 
‘ue hy he Iw Ino hy h 
h. =A ” G, A ” G, A ” ¥ G, (G, ( -1 
ee ear” 1@al°" me oe 
| hy hy ’ , , 
WW) by i l= Bla + al Bla 4a) Mla, 
| h, he Teo Ire hy hy! hy hy 
Aus (4)' folgt die Existenz eines Polynoms R, so da8 
hy fig Ty 
R\ hy hy hy |=1 (R,(u—1)) 
Ino Ihe Ihe 








ist, woraus sich die Konstante von R zu 1 bestimmt. Dann sieht man 
ebenso ~ie friiher ein, daB man die obigen Gleichungen in der Form 
(2)’, (3)’ schreiben kann, und daB dabei die Bedingungen fiir die Kon- 
stanten a,... samtlich erfiillt sind. 

Analog wie oben zeigt man ferner, da6 fiir F, und G, genau dieselben 
Bedingungen erfiillt sind wie fir F und G, und daher der Isomorphie- 
beweis auch auf die zweite Stufe fortgesetzt werden kann usw. Wegen 
der Endlichkeit jeder einzelnen Kette gibt es stets ein u, das den Beweis 
bis zur letzten Stufe durchzufiihren gestattet. 

Die Uberlegungen des § 3 iibertragen sich ohne weiteres auf den 
vorliegenden Fall, da die Darstellung des Singularitétenmoduls als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches von teilerfremden Primarteilern unabhangig von der 
Variablenzahl gilt. Der Charakter eines vom Nullpunkte verschiedenen 
singuléren Punktes wird also bei der Auflésung des Nullpunktes nicht 
modifiziert. Dies liefert ferner auch fiir die oben ausgeschlossenen Fille, 
in denen der Bildpunkt reguldr ist, die Isomorphie, so daB diese jetzt 
unter allen Umstanden nachgewiesen ist. 

Wir kommen nun noch zu dem Nachweis, da8 das Verfahren nach 
einer beschriankten Anzahl von Schritten abbricht'’). 

Um dies zu zeigen, betrachten wir ein Polynom S etwa in z allein, 
das fiir alle singularen Punkte verschwindet und zwar je in solcher Viel- 
fachheit, daB es zum Modul M=—(F,F,, F,, F,) gehort. Es geniigt 


*) Das Folgende schlieBt an die Darstellung-fiir zwei Variable bei Weierstra8, 
Werke 4, Kap. 1, an. 
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dazu gewiB, wenn die betreffende Vielfachheit gleich der Ordnung des 
zugehorigen einfachen Bestandteils der Singularitétengruppe ist. Insbe- 
sondere sei S = 2'S8,, wobei S,(0)+ 0 ist. Dann wollen wir zeigen, 
da die Anzahl der Schritte, die bis zur vélligen Aufldsung, also bis zu 
reguldren Bildpunkten fihren, stets <A1(r —1) set. 

Zu diesem Zwecke beachten wir folgendes: Wenn gezeigt werden 
kann, daB die Untergrade r,r,,... stets nach héchstens 4 Schritten um 
mindestens 1 abgenommen haben miissen, so ist die Behauptung bewiesen. 
Die aufeinanderfolgenden Substitutionen sind alle von der Gestalt (6)’ 
bzw. lineare Kombinationen davon. Liegt nun eine Folge von solchen 
Substitutionen vor, so kénnen wir die Bezeichnungsweise so wiahlen, da8 
die erste Substitution 


z=(g+...)%, 
y=(b+...)a 
z=(k+...)a, 


wird, wo die Konstanten g, h,k+ 0 sind. Ebenso kann erreicht werden, 
da8 in allen folgenden Substitutionen 


©, =(Git---) Bg, Ze= (Jot ---) Mgr +++ Ze-1—=(Yo-1 +--+) Me 


eo « «¢ #@ @ © 4. (OS See Owe US COP, aoe" a a Ne ee ee oe ee oe 


91> Jos ++-2Go-1 #9 ist. Dann wird 


% = (99, ---Go-1t- ++) Xe 
= (hg. eat +++) Re 
a= (kg, ...go-1-+..--) Mes 
so da8 wir durch Einsetzen in S(z) finden 


8(z)= x8, (Ze> Yer Ze): 

Andererseits ist S=— PF+QF,_+ TF,+UF,; aus dieser Darstellung 
folgt mit Hilfe von (7)’,(8)’,(9)’, wenn bei allen ae gage der Unter- 
grad r erhalten bleibt, daS S durch 2{-*, durch z7¥-»... durch zev-") 
teilbar ist. Also ist o(r —1)< 4 d.h. a fortiori o<i. — Es ist ‘klar, 
daB dieser Beweis sich unverindert auf den Fall von n Variablen iibertragt. 

Uberblicken wir nun noch einmal die Beweise dieses Abschnitts, so 
tritt deutlich hervor, daB in allen die Anzahl $3 der Variablen unwesent- 
lich ist und durch n ersetzt werden kann. Eine Variable ist davon bei 
den Beweisen durchgingig ausgezeichnet, die andern sind gleichberechtigt. 
Wir erhalten folgendes allgemeine Resultat: 


Die Auflésung eines singularen Punktes P einer (n —1)-dimensionalen 
algebraischen Flache F = 0 mit endlich vielen Singularitdten im n-dimen- 
stonalen Raum mit Hilfe gewisser quadratischer Cremonatransformationen 
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fiihrt bet jedem der i. a. unendlich vielen méglichen Arten des Verjahrens 
auf eine beschrankte Anzahl von Bildflichen F,—0, F,=0,..., deren 
Singularitatengruppen U,, U,, ... der Restgruppe von F in dem Sinne zu- 
geordnet werden kénnen, daf fiir eine Flache G = 0 mit isomorpher Rest- 
gruppe das analoge Verfahren auf Bildflachen G,—0, G,=0, ... fiihrt, die 
reapektive Singularitatengruppen 6,, B,,... besitzen, von denen U; zu B, 
isomorph ist. Dabei bleiben ferner die Bestandteile der Singularitaten- 
gruppen, die den anderweitigen Singularitdten von F = 0 bew. G=0 
entsprechen, bei allen Abbildungen isomorph erhalten, so dap dem 
Punkte P selbst neben der zugehdrigen einfachen Untergruppe der Singu- 
laritatengruppe U von F alle Ketten der einfachen Untergruppen von 
W,,U,,... als Charakteristikum der Singularitdt zugeordnet werden 
kénnen. Diese Charakterisierung ist dann invariant gegeniiber umkehr- 
bar ganz rationalen Transformationen von F = 0). 

Speziell sind natiirlich auch hier wieder die Untergrade der Bild- 
flachen Invarianten gegeniiber solchen Transformationen. 


Kiel, den 15. Januar 1921. 


(Eingegangen am 27. 1. 1921.) 
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